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З
адача выбора числа и мест размещения цен-

тров хранения и обработки информации 

(ЦХИ) в компьютерной сети (КС) по крите-

рию максимума интенсивности поступления за-

просов на информационное обслуживание может 

быть сформулирована следующим образом: требу-

ется определить минимальное число ЦХИ, обслу-

живающих информационные запросы от автомати-

зированных рабочих мест должностных лиц (АРМ 

ДЛ), и такое их размещение в узлах сети, чтобы зна-

чение времени задержки передачи сообщения для 

каждого АРМ ДЛ не превышало допустимой ве-

личины, а суммарная приведенная интенсивность 

поступления запросов на узлы КС, в которых будут 

размещены ЦХИ, была при этом максимально воз-

можной. Эта задача относится к так называемым 

задачам о размещении, например, центров скорой 

помощи, складов и т.п.
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Известные математические постановки задач 

о размещении представляют собой частные слу-

чаи классических задач теории графов – «задачи 

о р-медиане» и «задачи о р-центрах» [1-7], а также 

«задач о назначении» [8,9], для решения которых, 

как правило, используются алгоритмы, основан-

ные на идеях метода ветвей и границ. Этим задачам 

посвящён ряд работ таких авторов, как: S.L. Hakimi, 

H. Noltermeier, J. Spoerhose, Н. Кристофидес, В.Л. 

Береснев, Э.Х. Гимади, В.Т. Дементьев, Е.В. Алек-

сеева, Ю.А. Кочетов, Г.Г. Забудский и другие.

В настоящей статье изложен подход к решению 

задачи, сформулированной применительно к раз-

мещению ЦХИ в компьютерной сети на основе из-

вестной в теории графов задачи о р-центрах.

С целью формирования математической модели 

задачи выбора ЦХИ предварительно с применени-

ем теории массового обслуживания рассматривает-

ся процесс передачи и обслуживания информаци-

онных запросов в сети. 

Время задержки сообщений в сети можно опреде-

лить как отрезок времени между моментом начала 

ввода информации в исходном АРМ ДЛ и момен-

том получения последнего знака сообщения в узле 

адресата.

Стохастичность поступления данных и недетер-

минированный характер их обработки должны быть 

учтены в ходе моделирования информационных 

процессов, протекающих в КС. Предположением, 

необходимым для возможности использования 

аналитических моделей массового обслуживания в 

этом случае, можно принять предположение о том, 

что длительности передачи сообщения (пакета) по 

разным каналам передачи данных являются неза-

висимыми случайными величинами. Для расчета 

задержек в коммуникационных сетях широкое рас-

пространение получила модель сети массового об-

служивания, предложенная в [10]. Суть ее состоит в 

следующем. В коммуникационной сети с коммута-

цией сообщений (или пакетов) имеется N узлов и W 

каналов связи, каждый из которых интерпретиру-

ются как система массового обслуживания М/М/1 

(рис. 1). И каналы связи, и узлы абсолютно надеж-

ные. Пропускная способность w-го канала связи 

С
w
 , бит/с, w=1,...,W.

Узлы выполняют операции по коммутации сооб-

щений, включая их редактирование, выбор марш-

рутов, буферизацию и т.д. Предполагается, что 

время обработки в узле постоянно и, более того, 

пренебрежимо мало. Имеются очереди к каналам 

связи. При передаче сообщений возникают задерж-

ки. В узлы поступает пуассоновский поток запро-

сов, который можно определить как поток между 

каждой парой узлов КС со средней интенсивно-

стью ji ≠ . Объемы сообщений неза-

висимы и распределены по показательному закону

со средним значением .

Для размещения этих сообщений в узлах сети 

имеется память неограниченного объема.

Обозначим wλ  – среднюю интенсивность потока 

сообщений по w-му каналу связи, тогда

 

, w =1,...,W,

где ij (w)z  – матрица маршрутов передачи дан-

ных; ij (w)z
 

=1, если при передаче информации из 

i-го узла сети в j-й она проходит по w-му каналу 

передачи данных; 0 – в противном случае.

Время задержки сообщений в w-ом канале связи, 

в соответствии с моделью M/M/1, определяется по 

следующей формуле

Рис. 1. Сеть массового обслуживания 
для моделирования информационных процессов в КС.
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, w = 1, ...,W. 

В реальности технологий обслуживания может 

быть очень много. Это бесприоритетное и прио-

ритетное обслуживание одним или несколькими 

приборами, многофазное обслуживание, обслу-

живание в режиме разделения времени и т.д. Так, 

например, в [10] показана возможность прибли-

женного расчета задержек в коммуникационных 

сетях с непоказательными длинами пакетов. Ка-

нал связи в этом случае моделируется системой 

M/G/1. Под сообщениями понимаются не только 

запросы пользователей на получение выходных 

документов, но и заявки на пересылку файлов или 

ввод в базу данных информации из входных до-

кументов, а также некоторые технологические за-

явки по управлению вычислительным процессом 

или контролю над ним.

Для более адекватного отображения функциони-

рования КС и снятия ограничения с учётом введен-

ных выше предположений предлагается использо-

вание имитационной модели [11].

Для формализации задачи выбора числа и мест 

размещения ЦХИ компьютерную сеть представим 

в виде неориентированного графа G=(Х, Г), вер-

шины х
i
 , i = 1,..., N, которого соответствуют узлам 

сети, а дуги g
w
, w = 1,...,W – каналам связи. Тогда 

«длины» дуг графа G - T
w
 – образуют матрицу вре-

мен задержки передачи сообщения между соответ-

ствующими узлами сети (далее для удобства – «вре-

мя передачи»). Веса q
j 
, соответствующие вершинам 

графа, определяют суммарный объем запросов на 

соответствующие этим вершинам узлы КС.

Для любой вершины х
i
 графа G =(X, Г) пусть R o(x

i
) 

есть множество тех вершин x
j
 графа G, которые до-

стижимы из вершины x
i
 с помощью путей с взве-

шенными «длинами» q
j
T(x

i
, x

j
), не превосходящими 

величины T
max

, где T(x
i
, x

j
) – «длина» кратчайшего 

пути от вершины x
i
 до вершины x

j
.

Через R  

t(x
i
) обозначим множество тех вершин 

графа G, из которых вершина х
i
 может быть достиг-

нута с использованием путей, имеющих взвешен-

ные длины q
j
T(x

j
, x

i
)  T

max
. 

Таким образом,

R o(x
i
) ={x

j 
| q

j
T(x

i
, x

j
) T

max
, x

j
   X} и

                     R    

t(x
i
) ={x

j
| q

j
T(x

j
, x

i
) T

max
, x

j
  X}. (1)

Для каждой вершины х
i
 , соответственно из мно-

жеств R o(x
i
) и R    

t(x
i
), определим следующие два числа:

s
o
(x

i
) = max[q

j
T(x

i 
,x

j
)] и

                         s
t
(x

i
) = max[q

j
T(x

j
, x

i
)]. (2)

Числа s
o
(x

i
) и s

t
(x

i
) называются соответственно 

числом внешнего разделения и числом внутреннего 

разделения вершины х
i
.

Если T
0
 – наименьшая «длина» T , такая, что для 

вершины х
i

R 
o
(x

i
) = X ,

(т.е. все вершины графа G достижимы из х
i
 с исполь-

зованием путей, взвешенные «длины» которых не 

превосходят T
0 

, причем T
0
 – наименьшее из таких 

чисел), то из соотношений (1) и (2) следует равенство

s
o
(x

i
) = T

0 
.

Аналогично, если T
t
 – такая наименьшая длина T,

что

R    

t(x
i
) = X, то

s
t
(x

i
) = T

t 
. 

Вершина х
o
, для которой

s
o
(x

o
*) = min[s

o
(x

i
)],

(т.е. вершина, соответствующая минимальному 

из всех чисел s
o
(x

i
) , ранее определённых по указан-

ному выше правилу) называется внешним центром 

графа G. 

Аналогично вершина х
t 
, для которой

st(xt
*) = min[st(xi)]

называется внутренним центром графа G.
Понятие центра графа допускает следующее обоб-

щение: можно рассматривать не отдельную точку 

(центр), а множество из р точек, которые образуют 

кратный центр (р-центр).

Пусть Х
p
 – подмножество (содержащее р вершин) 

множества Х вершин графа G = (X, Г). Через T(Х
p
, х

i
) 

будем обозначать наикратчайшее из расстояний 

между вершинами множества Х
p
 и вершиной х

i
, т.е.

T(X
p
, x

i
)= min [T(x

j
, x

i
)], x

i 
  X

p 
, x

j 
   X;

Аналогично

T(x
i
, X

p
)= min [T(x

i
, x

j
)] , x

i 
  X

p 
, x

j
  X.

Подобно тому, как определялись числа разделе-

ния вершин, можно определить числа разделения 

для множества вершин:
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s
o
(X

p
)= max [q

j
T(X

p
, x

j
)] и

s
t
(X

p
)= max [q

j
T(x

j
, X

p
)], где

s
o
(X

p
) и s

t
(X

p
) – числа внешнего и внутреннего раз-

деления множества Х
p
.

Множество Х
po

*, для которого

s
o
(X

po
*)= min [s

o
(X

p
)],

называется р-кратным внешним центром графа G; 
аналогично определяется р-кратный внутренний 
центр Хpt

* [1].
Следует отметить, что числа внутреннего и внеш-

него разделения множества Х
p
 рассматриваются 

при условии достижимости любой вершины графа 

из множества Х
p 
, что вполне возможно в случае ре-

шения задачи для неориентированного графа, со-

ответствующего распределенной компьютерной 

сети с допустимой передачей данных по каналам 

связи во всех направлениях.

Очевидно, что внешний и внутренний центры не-

ориентированного графа совпадают, так как в этом 

случае числа разделения s
o
(X

p
) и s

t
(X

p
) равны между 

собой для любого множества Х
p
.

Таким образом, исходя из вышеизложенного, зада-

ча выбора числа ЦХИ и их размещения в узлах сети 

будет состоять в нахождении р-центров соответству-

ющего графа G для различных значений р до тех пор, 

пока число разделения р-центра не станет меньше или 

равно заданной величине. Полученное (последнее) 

значение числа р будет наименьшим числом ЦХИ, а 

р-центр – их оптимальным размещением, удовлетво-

ряющим предъявляемым требованиям.

Исходя из выше изложенного, общая задача 

определения р-центра применительно к выбору 

ЦХИ в распределенной компьютерной сети может 

быть сформулирована следующим образом [12].

Для заданного «критического» расстояния найти 

такое наименьшее число центров и такое их разме-

щение, чтобы все вершины графа лежали в пределах 

этого критического расстояния (по крайней мере, 

каждая вершина – от ближайшего к ней центра).

Очевидно, что центры графа легко могут быть по-

лучены из матрицы весов дуг графа. Однако нахо-

дить полным перебором p-центр можно лишь для 

небольших графов и для небольших значений ве-

личины р. При таком подходе надо построить все-

возможные множества вершин Х
p  

Х
 
, содержащие p 

вершин, а затем непосредственно найти множества 

X
po

* и Х
pt

*. Этот процесс потребует выполнить 

( ) N
p× N-p ×

p
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

сравнений, что даже при небольших значениях N и 

p неприемлемо много.

Для нахождения p-центра существует ряд эври-

стических методов, например, метод Сингера [1]. 

Они имеют низкую эффективность по быстродей-

ствию.

Для уменьшения числа переборов предлагается 

метод, основанный на сведении задачи о p-центрах 

к задаче о покрытии. Идея такого метода состоит в 

следующем.

На предварительном этапе матрица весов дуг пре-

образуется в матрицу ijd , элементами которой яв-

ляются кратчайшие пути между всеми парами вер-

шин графа G. Затем, исходя из полученной матрицы 

ijd , составляется бинарная матрица (матрица по-

крытий) ija , каждый элемент которой равен 1, 

если i-я вершина достижима из j-й вершины в пре-

делах критического расстояния, т. е. если ji maxd T≤ , 

и 0 – в противном случае. На заключительном эта-

пе решается задача о покрытии, исходными данны-

ми для которой будут являться матрица покрытий 

ija  и веса q
i 
, приписанные вершинам графа G, а 

результатом – искомый p-центр. 

Рассмотрим математическую формулировку за-

дачи о покрытии, применительно к которой можно 

выбрать достаточной эффективный метод реше-

ния. 

Используя матрицу кратчайших путей ijD d= , 

перейдем к матрице покрытий A= ija , которая со-

ставляется по следующим правилам:

  

Задача о нахождении р-центра на графе, удовлет-

воряющего заданным условиям, сводится к нахож-

дению такого наименьшего множества Х *, чтобы из 

каждой вершины графа была достижима в пределах 

заданного расстояния T
max

 хотя бы одна вершина, 

входящая в множесво Х *, т.е. чтобы 

*
ij

i X

a 1
∈

≥∑ , j=1,...,N . 

Сумма 
*

i
i X

q
∈
∑  должна быть при этом максимально

возможной (для обеспечения минимума передавае-

мой в сети информации). 
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Эта задача может быть сформулирована в виде 

задачи целочисленного линейного программиро-

вания с булевыми переменными следующим об-

разом.

Требуется максимизировать целевую функцию

                                  
i i

N
Q= q x

i=1
∑   (3)

при ограничениях

                          

N

ij i
i=1

a x 1, j=1,..., N≥∑ ,  (4)

 

                          
{ }x = 0;1 , i=1,...,Ni ,  (5)

              0iq ≥ ;
 

               

Задача (3) – (5) относится к широкому классу за-

дач, которые носят название задач о покрытии. Она 

является задачей целочисленного программирова-

ния с булевыми переменными и, следовательно, 

может быть решена общими методами целочислен-

ного программирования [13]. 

Из теории алгоритмов известно, что задача о по-

крытии относится к классу универсальных пере-

борных задач, или NP-полных задач [14]. Для её 

решения до сих пор неизвестны, а возможно – и не 

существуют, полиномиальные алгоритмы. Для всех 

известных алгоритмов решения универсальных пе-

реборных задач время счета растет экспоненциаль-

но с ростом размерности задачи. Однако характер 

экспоненциальной зависимости существенно за-

висит от особенностей каждого алгоритма.

В [12] предлагается метод ветвей и границ. Спец-

ифические особенности задачи (3) – (5) позволя-

ют значительно упростить процедуру вычисления 

нижней границы решения на основе использова-

ния двойственной задачи [15].

Рассмотрим решение задачи по критерию мак-

симума интенсивности поступления запросов на 

узлы сети. С помощью имитационного моделиро-

вания получены следующие исходные данные, ко-

торые приведены в табл. 1, где содержатся времена 

задержек (в секундах) информации при ее передаче 

из одного узла сети в другой. Значения q представ-

ляют собой «веса» узлов сети.

В табл. 2 приведены результаты решения данной 

задачи, где для различных значений заданного време-

ни задержки сообщения в сети указаны номера узлов 

сети, в которых размещаются ЦХИ (р-центр графа).

Таблица 2.

Заданное время 
задержки передачи 
сообщения в сети, с

Номера узлов сети, 
в которых размещаются ЦХИ (р-центр)

1 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14

2 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14

3 1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14

4 1, 2, 3, 4, 11, 12, 13, 14

5 1, 2, 4, 8, 11, 12

6 1, 2, 7, 8

7 1, 2, 8

8 2, 8

9 2, 8

10 8

15 1

20 1

Таблица 1.

№ уз-ла 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 q

1 0 25 6 12 11 4 14 17 21 22 23 24 20 19 36

2 25 0 7 10 12 6 10 10 11 14 15 16 17 11 18

3 6 7 0 7 5 5 9 5 5 7 8 9 10 12 5

4 12 10 7 0 4 3 2 4 3 4 8 7 6 5 6

5 11 12 5 4 0 5 6 7 7 8 9 9 8 7 6

6 4 6 5 3 5 0 3 4 7 8 9 12 18 13 6

7 14 10 9 2 6 3 0 8 8 9 10 10 9 8 9

8 17 10 5 4 7 4 8 0 4 5 7 9 9 8 10

9 21 11 5 3 7 7 8 4 0 7 8 9 7 6 12

10 22 14 7 4 8 8 9 5 7 0 6 11 12 9 12

11 23 15 8 8 9 9 10 7 8 6 0 17 12 13 12

12 24 16 9 7 9 12 10 9 9 11 17 0 11 10 12

13 20 17 10 6 8 18 9 9 7 12 12 11 0 12 6

14 19 11 12 5 7 13 8 8 6 9 13 10 12 0 9
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Полученные данные позволяют определить опти-

мальную, с точки зрения выбранного критерия, кон-

фигурацию сети для заданного времени задержки 

передачи сообщения, либо для заданного количества 

ЦХИ и их размещения в сети определить, какая будет 

при этом максимальная задержка сообщения. 
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