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1. Введение

Б
ольшое внимание в настоящее время уде-

ляется проблемам обработки изображений. 

Это обусловлено многообразием приклад-

ных задач, в которых используется либо сами изо-

бражения, либо результат их обработки. Наиболее 

актуальной задачей в данной области является рас-

познавание фотоизображений лиц с целью иден-

тификации личности человека. Одной из проблем 

с которой приходится сталкиваться, решая данную 

задачу, является отсутствие достаточного количе-

ства фотоизображений одного человека, которое 

бы хорошо описывало всю индивидуальную измен-

чивость данного субъекта.

Среди различных методов распознавания лиц 

широкое распространение сегодня нашли мето-
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ды, базирующиеся на линейном дискриминант-

ном анализе. Линейный дискриминантный анализ 

(LDA – Linear Discriminant Analysis) [1] заключает-

ся в выборе проекции пространства изображений 

на пространство признаков таким образом, чтобы 

было минимизировано внутриклассовое и макси-

мизировано межклассовое расстояние в простран-

стве признаков. 

Несмотря на то, что линейный дискриминант-

ный анализ является полезным инструментом 

для классификации образов, алгоритмы на осно-

ве LDA, страдают от проблемы «малого размера 

выборки» (SSS – Small Sample Size) [2], которая 

существует в задачах, где изображения обладают 

высокой размерностью, в то время как количество 

изображений, описывающих одну персону, явля-

ется небольшим. В случае малого размера выбор-

ки матрица внутриклассовых различий становится 

сингулярной. Это значит, что собственные зна-

чения матрицы становятся нулевыми. Во многих 

работах используется понятие нуль-пространства 

матрицы. Обычно под этим термином понимается 

пространство, образованное собственными векто-

рами, которым соответствуют нулевые собствен-

ные значения. Матрица межклассовых различий 

также становится сингулярной, в случае если раз-

мерность изображений больше числа классов. Так 

как в традиционном LDA вычисление дискрими-

нантных компонент сопровождается обращени-

ем либо матрицы внутриклассовых либо матрицы 

межклассовых различий, то сингулярность матриц 

ведет к противоречию, которое и называется про-

блемой SSS. Чтобы решить данную проблему были 

разработаны различные разновидности алгоритмов 

LDA.

Среди различных путей решения этой проблемы, 

наиболее успешными являются подходы, сочетаю-

щие линейный дискриминантный анализ с мето-

дом главных компонент [3,4]. Хотя эффективность 

такого подхода при распознавании лиц очевидна, а 

теоретические его основы были заложены в [5,6], 

уже в работе [4] мы находим, что применение PCA 

не может гарантировать успешное применение 

LDA, т.е. после преобразования ковариационная 

матрица внутриклассовых различий может все еще 

быть сингулярной. 

В связи с этим появилось достаточно большое 

число работ, в которых исследователи ищут бо-

лее эффективные дискриминантные подпро-

странства [5-9]. В работах [7, 8] были разработа-

ны методы регуляризации, которые устраняют 

сингулярность матрицы путем добавления к ней 

скалярной матрицы. Однако такой подход дает 

ограниченный эффект и неэффективен в случае, 

когда вырождены сразу две матрицы. Поиск эф-

фективных дискриминантных пространств по-

казал, что существует ключевая дискриминант-

ная информация в нуль-пространстве матрицы 

внутриклассовых различий. Такой тип дискри-

минантной информации называется нерегуляр-

ной дискриминантной информацией, в отличие 

от регулярной дискриминантной информации 

находящейся вне пределов нуль-пространства. 

К сожалению, многие из вышеперечисленных 

методов, используя подход «PCA+LDA» теряют 

дискриминантную информацию, которая со-

держится в нуль-пространстве матрицы внутри-

классовых различий, при том, что эта дискрими-

нантная информация является очень важной для 

решения проблемы SSS. 

В работе [5] описывается прямой линейный 

дискриминантный анализ (DLDA – Direct Linear 

Discriminant Analysis), который удаляет нуль-

пространство матрицы межклассовых различий, 

что позволяет устранить сингулярность этой ма-

трицы. В работе [9] предлагается подход NLDA 

(null space LDA), который базируется на том, что 

нуль-пространство матрицы внутриклассовых 

различий содержит ценную дискриминантную 

информацию. Основная идея DLDA заключает-

ся в том, чтобы исключить нуль-пространство 

матрицы межклассовых различий, которое не 

содержит полезной информации и сохранить 

нуль-пространство матрицы внутриклассовых 

различий, которое содержит важную дискрими-

нантную информацию. Это может быть достигну-

то путем диагонализации сначала матрицы меж-

классовых различий, и только затем уже матрицы 

внутриклассовых различий. Процедура NLDA вы-

полняет эти действия в обратном порядке. Общей 

чертой подходов NLDA и DLDA является то, что 

все они теряют некоторую дискриминантную ин-

формацию.

В статье предлагается алгоритм обобщенного 

линейного дискриминантного анализа, в кото-

ром вычисление дискриминантных компонент 

осуществляется с помощью обобщенного мето-

да Якоби. Обобщенный метод Якоби использует 

вращения для одновременной диагонализации 

матрицы межклассовых и внутриклассовых раз-

личий, что позволяет не терять дискриминантную 

информацию.
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2. Обобщенный линейный 

дискриминантный анализ

Пусть имеется набор изображений, каждое из 

которых описывается вектором , где i – номер 

изображений (i = 1, 2, 3, ..., M
k
), k – номер класса 

( k = 1, 2, ..., K ). Размерность вектора  равняет-

ся числу пикселей образа (N ). Таким образом, все 

изображения можно представить в виде матрицы X, 

столбцами которой являются векторы x
i 
. Размер-

ность пространства признаков определяется про-

изведением . Пространство признаков цен-

трируется относительно среднеарифметического 

вектора

Здесь  – 

суммарное число изображений во всех классах. 

При этом формируется матрица отцентрирован-

ных изображений X0, строками которого являются 

векторы

 .

При распознавании изображений целью линей-

ного дискриминатного анализа является поиск 

проекционной матрицы, которая максимизирует 

так называемый критерий Фишера. Прежде чем 

описать этот критерий, необходимо определить две 

ковариационные матрицы: межклассовых и вну-

триклассовых различий. Матрица межклассовых 

различий определяется по формуле:

           , (1)

где m
k
 – среднеарифметический вектор изображений 

k-го класса, определяется с помощью выражения 

Матрица внутриклассовых различий определяется 

выражением

            . (2)

Проекционная матрица V
lda

 выбирается как ма-

трица с ортонормальными столбцами, максимизи-

рующими критерий Фишера

                         (3)

Матрица дискриминантных компонент V
lda

 опре-

деляется из решения обобщенной задачи собствен-

ных значений

                        . (4)

Если существует обратная матрица к матрице  , 

то решение уравнения (4) сводится к стандартной 

задаче собственных значений. Вектор новых фак-

торов получается с помощью соотношения

                          . (5)

Однако, в задачах распознавания лиц, из-за боль-

шой размерности исходных данных, LDA страдает 

от двух типов трудностей: сингулярности и высо-

кой размерности матриц внутриклассовых и меж-

классовых различий.

Метод главных компонент в рамках подхода 

«PCA + LDA» применяется для уменьшения 

размерности пространства признаков от N до 

. В результате формируется матри-

ца главных компонент V
pca 

, которая име-

ет размерность . В работах [10-12] опи-

саны различные алгоритмы вычисления 

главных компонент. Далее следует приме-

нение линейного дискриминантного анализа для 

поиска представления свойств объектов в про-

странстве признаков меньшей размерности. В 

результате вычисляется матрица дискриминант-

ных компонент V
lda

. Таким образом, матрица пре-

образования W
lda

  в рамках подхода «PCA + LDA» 

определяется следующим образом

. (6)

Столбцами матрицы W
lda

 являются собственные 

векторы , которые получаются в результате ре-

шения уравнения

                          . (7)

Здесь , . Задача (7) 

является обобщенной задачей собственных значе-

ний. Традиционно уравнение (7) сводится к стан-

дартной задаче собственных значений путем обра-

щения одной из матриц, например, матрицы  . 

Естественно, это возможно только в случае если 

обращаемая матрица не вырождена. Уравнение (7) 

при этом преобразуется к виду        

                          . (8)
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Решение (8) позволяет определить матрицу дис-

криминантных компонент, столбцами которой 

являются собственные векторы уравнения (8) с 

наибольшими собственными значениями. Коли-

чество дискриминантных компонент p  r.

Для распознавания изображений может исполь-

зоваться либо классификатор по ближайшему цен-

тру класса, либо классификатор по ближайшему 

соседу [15].

 
3. Обобщенный  метод Якоби

Для решения уравнения (7) предлагается ис-

пользовать обобщенный метод Якоби, который не 

требует обращений матриц и не теряет дискрими-

нантную информацию при вычислении дискрими-

нантных компонент.

Обобщенный метод Якоби реализуется в виде 

многошагового процесса, на каждом шаге которо-

го обнуляются внедиагональные элементы. Под-

робное описание алгоритма можно найти в лите-

ратуре по проблеме собственных значений. 

Применительно к задаче распознавания изобра-

жений в алгоритм обобщенного метода Якоби вы-

числения собственных значений внесены неболь-

шие дополнения.

1. Если в процесс вращений диагональные ко-

эффициенты матриц принимают значение близ-

кие к машинному нулю, то величина коэффи-

циентов устанавливается на несколько порядков 

выше машинного нуля. Например, для расчетов 

с двойной точностью эта величина находится в 

пределах 10-12 .... 10-14.

2. Если в процессе диагонализации невозможно 

найти коэффициенты обнуляющее внедиагональ-

ные коэффициенты сразу двух матриц, процесс 

диагонализации не прерывается. При этом выпол-

няется попытка обнулить внедиагональные коэф-

фициенты только одной матрицы, Если и это не 

возможно, то осуществляется переход к следующе-

му шагу. 

4. Экспериментальные 

исследования

Экспериментальное исследование эффектив-

ности описанного выше обобщенного линейного 

дискриминантного анализа проводится с исполь-

зованием базы изображений лиц «ORL» [16]. База 

ORL содержит 400 фронтальных изображений 40 

человек, с различной мимикой, поворотами и на-

клонами головы. Все изображения в базе полуто-

новые, с 256 градациями яркости. Размер каждого 

изображения – 92 x 112 пикселей. Рис. 1 показывает 

изображения нескольких субъектов базы данных 

ORL.

Исходный набор изображений делится на обу-

чающую и тестовую выборки. Изображения обу-

чающей выборки формируются из L изображений 

каждого класса. Все оставшиеся изображения со-

ставляют тестовую выборку.

В первой серии экспериментов сравниваются два 

классификатора: классификатор по ближайшему 

центру класса и классификатор по ближайшему 

соседу. Для исследования качества распознавания 

используется процедура кросс-валидации, усред-

няющая коэффициенты распознавания, получен-

ных при различном делении набора изображений 

на учебную и тестовую выборки. Эксперименты 

проводятся для учебных выборок, содержащих 2, 

3 и 4 изображений в каждом классе базы ORL, ко-

торые выбираются случайно. Все оставшиеся изо-

бражения составляют тестовую выборку. Таким 

образом, обеспечивается не пересечение учебной 

и тестовой выборок. Учебные выборки при этом 

содержат 80 (2 x 40), 120 (3 x 40) и 160 (4 x 40) изобра-

жений, а тестовые — 320, 280 и 140 изображений, 

соответственно.

В ходе эксперимента главные компонен-

ты вычисляются по обучающей выборке и да-

лее используются для сокращения размерности 

обучающих изображений. Редуцированные изо-

бражения используются для формирования меж-

классовых и внутриклассовых матриц и вычисле-

ния дискриминантных компонент. Количество 

дискриминантных компонент определяется как 

наименьшее число компонент, обеспечивающее 

максимальную точность распознавания. Варьи-

руя число главных компонент, мы получаем раз-

личную точность распознавания. В ходе экспери-

ментов  для каждого числа изображений в классе 

(L=2, 3, 4, где L — число изображений в классе)  

было проведено 15 экспериментов, для каждого 

из которых учебная выборка формируется путем 

случайного выбора изображений из базы ORL. 

Оставшиеся изображения используются для фор-

мирования тестовой выборки. Результаты, полу-

ченные в ходе экспериментов, обрабатываются и 

представляются в виде усредненного коэффици-

ента распознавания и среднеквадратического от-

клонения. 



41БИЗНЕС-ИНФОРМАТИКА №1(23)–2013 г.

82,5

82

81,5

81

80,5

80
20      24     28       32      36      40      44      48       52      56      60      64      68

k
test

r

95

94

93

92

91

90

20      24     28       32      36      40      44      48       52      56      60      64      68

k
test

r

95

94

93

92

91

90
20      24     28       32      36      40      44      48       52      56      60      64      68

k
test

r

Рис. 2. Точность распознавания тестового набора (L = 2)

Рис. 3. Точность распознавания тестового набора (L = 3)

Рис. 4. Точность распознавания тестового набора (L = 4)
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При проведении эксперимента дважды реша-

ется задача собственных значений. Первый раз 

при вычислении главных компонент решается 

стандартная задача собственных значений. По-

рядок матриц для различных обучающих выборок 

варьируется от 80 до 160. Так как порядок матриц 

небольшой и матрицы хорошо обусловлены, поэ-

тому для вычисления главных компонент можно 

используется метод Хаусхолдера. Второй раз зада-

ча собственных значений возникает при вычисле-

нии дискриминантных компонент и представляет 

обобщенную задачу собственных значений. По-

рядок матриц равен числу главных компонент и 

не превышает 70. Когда число главных компонент 

меньше числа классов, матрицы внутриклассовых 

различий и межклассовых различий хорошо обу-

словлены. В этом случае все собственные значе-

ния уравнения (8) положительные. В случае, когда 

число главных компонент больше числа классов 

матрицы внутриклассовых и межклассовых разли-

чий становятся полуопределенными. В этом слу-

чае с решением уравнения (7) справляется обоб-

щенный метод Якоби.

На рис. 2 — 4 представлены усредненные коэф-

фициенты распознавания (k
test

) тестовой выборки 

в зависимости от числа главных компонент (r) для 

трех значений L (2, 3, 4). Коэффициент распозна-

Рис. 1. Примеры лиц базы данных ORL
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вания рассчитывается как отношение количества 

правильно распознанных тестовых изображений 

к общему числу тестовых изображений. Сплош-

ной линией показаны результаты, полученные при 

использовании классификатора по ближайшему 

центру класса, а штриховой линией – результаты, 

полученные с помощью классификатора по бли-

жайшему соседу.

Анализ полученных результатов показывает, что 

классификатор по ближайшему соседу дает более 

высокую точность распознавания.

Качество представленного алгоритма оценива-

ется путем сравнения его с другими алгоритмами, 

такими как PCA, LDA, NLDA 2DPCA, RLPDA 

(Regularized Locality Preserving Discriminant Ana-

lysis ), NDLPP (Null space Discriminant Locality 

Preserving Projections). 

PCA, LDA, NLDA методы были описаны выше. 

2DPCA представляет двумерный анализ главных 

компонент, который позволяет снизить трудоем-

кость обработки большого числа изображений, и 

показывает хорошие результаты для SSS проблемы. 

Описание его можно найти в работе [12]. Методы 

RLPDA, NDLPP описываются в работах [13, 14] и 

демонстрируют высокую эффективность при реше-

нии SSS проблемы.

Результаты распознавания изображений лиц из 

базы данных ORL с помощью алгоритма 2DPCA 

взяты из работы [12], а для алгоритмов PCA, LDA, 

RLPDA, NDLPP, NLDA – из работы [14]. В табл. 1 

представлены результаты сравнения точности рас-

познавания различных методов, где L – это коли-

чество образцов каждого класса в учебной выборке,  

N
teach  

– количество изображений лиц в учебной вы-

борке и N
test  

– количество изображений лиц в тесто-

вой выборке. 

Таблица 1. 

Результаты сравнения точности распознавания 

различных алгоритмов

Алгоритм
Вариант (L / N

teach

 / N
test

)

2/80/320 3/120/280 4/160/240

PCA [14] 69,5±2,38 78,6±2,59 83,58±1,77

LDA [14] 80,1±2,44 87,9±2,23 91,5±1,85

2DPCA [12] 82,9±3,42 90,2±1,32 92.2±1,53

RLPDA [14] 80,7±2,96 90,4±2,59 94,8±1,79

NDLPP [14] 83±2,31 91,3±1,57 94,7±1,64

NLDA [14] 81,8±2,61 91±2,11 94,4±1,21

Обобщенный LDA 82,5±1,55 91,4±2,59 95,2±1,06

Из табл. 1 видно, что с увеличением количества 

лиц в классе обучающего набора возрастает точ-

ность распознавания для всех алгоритмов. Обоб-

щенный линейный дискриминантный анализ де-

монстрирует точность распознавания, которая в 

случае двух изображений в каждом классе обучаю-

щей выборки немного уступает алгоритмам 2DPCA 

и NDLPP, при этом в остальных случаях не уступает 

другим методам.

5. Заключение

В работе показано применение линейного дискри-

минантного анализа, позволяющему не терять дис-

криминантную информацию благодаря использо-

ванию обобщенного метода Якоби для вычисления 

дискриминантных компонент. Экспериментальные 

результаты на базе данных ORL показывают, что 

предлагаемый вариант LDA достигает более высоко-

го качества распознавания, чем классический вари-

ант LDA и не уступает другим методам распознава-

ния, что говорит о его высокой эффективности. 
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 Лаборатория знаний, 2011.

При создании ИТ-решений перед всеми сторонами, вовлеченными 
в жизненный цикл проекта, возникает целый ряд вопросов, связанных 
с определением и детальным структурированием необходимых 
работ, с распределением прав и обязанностей, с управлением и 
контролем за исполняемыми работами. Одним из действенных 
инструментов для решения данных вопросов является использование 
унифицированных подходов, закрепленных в современных международных 
и российских стандартах и методологиях управления проектами. 
Представленный учебник содержит детальное описание процедур управ-
ления проектами внедрения информационных технологий. Отличительной 
особенностью данной книги является изложение материала с привязкой к 
этапам жизненного цикла создаваемого продукта, а не к фазам некоторого 
абстрактного проекта. Это позволяет читателю сформировать целостное 
представление о необходимых в ИТ-проекте управленческих процедурах, 
а также использовать материал последовательно во времени, по мере 
перехода от одного этапа технологического цикла создания продукта к 
другому.
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