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Аннотация

Для практически значимых оптимизационных задач в области экономики и логистики, а также 
в ряде технических приложений возникает необходимость решения задачи коммивояжера (traveling 
salesman problem, TSP). Достаточно часто особенности этих задач приводят к задаче коммивояжера 
в асимметричной постановке (asymmetric traveling salesman problem, ATSP). Более того, в некоторых 
практических применениях желательно получение точного решения. Одним из известных точных 
алгоритмов решения задачи ATSP является алгоритм, реализующий известный метод ветвей и границ. 
Известные экспериментально полученные оценки его сложности в среднем экспоненциальные. 
Однако это не означает, что для небольших размерностей задачи (в настоящее время – не более 70–
75) ожидаемое время решения индивидуальной задачи неприемлемо велико. Диктуемая практикой 
необходимость сокращения времени решения индивидуальных задач связана с использованием 
различных модификаций этого алгоритма, из которых модификация, предполагающая хранение 
усеченных матриц в поисковом дереве решений, – одна из наиболее эффективных. В рамках данной 
статьи авторы опираются именно на эту модификацию. Другие возможные улучшения временной 
эффективности программной реализации метода ветвей и границ связаны, в том числе, с получением 
начального приближения эвристическими алгоритмами. В результате получается комбинированный 
алгоритм, в котором на первом этапе работает некоторая эвристика для получения начального решения, 
с которого и стартует метод ветвей и границ. Эта идея обсуждается достаточно давно, однако проблема 
заключается в том, что для сокращения времени необходим такой эвристический алгоритм, который 
позволяет получить решение, близкое к оптимальному, с небольшими временными затратами. Одному 
из возможных решений этой задачи и посвящена данная статья. 

Предметом исследования в данной статье является выбор наилучшего эвристического алгоритма, 
применение которого приводит к повышению временной эффективности в комбинации с алгоритмом 
метода ветвей и границ, а также экспериментальное исследование его программной реализации 
с целью выявления среднего времени решения индивидуальных задач. На основе полученных 
результатов даются рекомендации по предельным размерностям задачи, допускающим приемлемое 
время решения, что представляет интерес в практическом применении этого комбинированного 
алгоритма в задачах бизнес-информатики и логистики.

1  Исследование выполнено при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект № 16-07-00160 
«Прогнозирование временных характеристик эффективных реализаций метода ветвей и границ для задачи коммиво-
яжера на основе характеристик случайных матриц и идентификации порожденного распределения времен»)
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Введение

З
адача коммивояжера родилась в экономиче-

ской постановке: торговцу требуется посетить 

несколько мест (городов), расположенных на 

известном расстоянии друг от друга. При этом нужно 

сэкономить на транспортных расходах, выбрав крат-

чайший маршрут, проходящий через все города 

ровно по одному разу. Математическая формули-

ровка этой задачи осуществляется в терминах тео-

рии графов путем ассоциации городов с вершинами 

графа, а путей сообщения и стоимостей проезда – с 

нагруженными дугами. В общем случае мы получаем 

полный ориентированный асимметричный граф на 

 вершинах без собственных петель, который зада-

ется матрицей смежности , далее называемой 

матрицей стоимостей. Гамильтонов цикл заданного 

графа будем называть туром. В задаче коммивояжера 

требуется найти тур с минимальной суммой весов 

дуг. Эта задача коммивояжера является NP-трудной 

и поэтому относится к труднорешаемым задачам 

комбинаторной оптимизации.

Задача коммивояжера допускает множество раз-

нообразных практически важных интерпрета-

ций, таких как календарное планирование работы 

устройств с учетом переналадок, оптимизация ра-

боты подъемных кранов, определение очередности 

прожигания прорезей при изготовлении микро-

схем [1]. К задаче коммивояжера также сводится 

поиск оптимальной схемы прокладки кабелей вы-

числительных сетей, предсказание функций про-

теинов или построение черно-белых изображений 

непрерывной линией без пересечений [2].

Первым точным алгоритмом решения задачи 

коммивояжера был, предложенный в 1963 году 

группой авторов алгоритм [3], который реализу-

ет метод ветвей и границ [4]. Подробное описание 

ранних работ по задаче коммивояжера можно най-

ти в статье [5]. Современное состояние методов и 

подходов к ее решению описано в работе [6], а во-

просы повышения точности нижней оценки сто-

имости тура – в статье [7]. Мы не приводим опи-

сание классического алгоритма метода ветвей и 

границ для задачи коммивояжера, которое можно 

найти, например, в работах [3; 8; 9].

Поскольку ряд практических задач в области биз-

нес-информатики, логистики и экономической оп-

тимизации сводится к задаче коммивояжера, оби-

лие эвристических методов ее решения не означает 

отказ от возможности, а иногда и необходимости 

получения точных решений задачи. В связи с этим 

возникают вопросы: каковы размерности задач, 

решаемых точно за приемлемое для исследовате-

ля время, и каковы возможности увеличения этой 

предельной размерности для модифицированных 

точных алгоритмов, обладающих лучшей времен-

ной эффективностью.

Одна из возможных модификаций, идея которой 

высказывалась еще в 1960-е годы, состоит в том, что 

мы, используя некоторый эвристический алгоритм, 

находим приближенное решение для индивидуаль-

ной задачи (тур) и запускаем метод ветвей и границ, 

уже зная некоторое начальное приближение. Инту-

итивно понятно, что такой подход должен сокра-

тить число вершин порожденного дерева решений 

и, следовательно, время получения точного реше-

ния. Таким образом, мы получаем комбинирован-

ный алгоритм, состоящий из эвристического ал-

горитма, который находит первое приближение, и 

алгоритма метода ветвей и границ, который позво-

ляет получить точное решение, порождая при этом 

сокращенное поисковое дерево решений. Описа-

нию результатов исследования в области создания 

такого комбинированного алгоритма и посвящена 

настоящая статья.

1. Постановка задачи

Содержательно постановка задачи состоит в том, 

чтобы найти такой эвристический алгоритм (из 

множества известных) для асимметричной задачи 

коммивояжера, который позволил бы сократить 

общее время получения точного решения за счет 

запуска метода ветвей и границ с начальным реше-

нием, далее называемым предвычисленным туром.

Введем следующие обозначения:

 – размерность задачи (число вершин полного 

графа);

 – матрица стоимостей, описывающая 

Ключевые слова: задача коммивояжера; метод ветвей и границ; комбинированный алгоритм; временная 

эффективность; экспериментальное исследование.
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ориентированный граф без собственных петель, со-

ответствующий индивидуальной асимметричной за-

даче коммивояжера;

 – стоимость тура, найденного эвристическим 

алгоритмом;

t
МВГ 

(C, T
e
) – время работы программной реали-

зации алгоритма метода ветвей и границ (в опре-

деленной программно-аппаратной конфигурации) 

для индивидуальной задачи, заданной матрицей , с 

предвычисленным туром стоимости ;

 – время работы эвристического алгоритма;

N
0 
(C) – количество вершин поискового дерева ре-

шений, порожденных классическим алгоритмом ме-

тода ветвей и границ (без предвычисленного тура);

N
1 
(C) – количество вершин поискового дерева ре-

шений, порожденных в ходе работы метода ветвей и 

границ с предвычисленным туром, стоимость кото-

рого равна оптимальному туру для данной матрицы; 

 – выборочное среднее время программ-

ной реализации классического алгоритма метода 

ветвей и границ без предвычисленного тура для вы-

борки индивидуальных задач размерности ;

 – выборочное среднее время программной 

реализации классического алгоритма метода ветвей 

и границ с предвычисленным туром для выборки 

индивидуальных задач размерности ;

 – выборочное среднее время программной 

реализации эвристического алгоритма для выборки 

индивидуальных задач размерности .

Задача состоит в том, чтобы найти такой эвристи-

ческий алгоритм, который обеспечивал бы сокраще-

ние времени поиска точного решения за счет пред-

вычисленного тура, т.е. найти такой алгоритм, чтобы

                   . (1)

Поскольку метод ветвей и границ является сильно 

чувствительным к особенностям индивидуальных 

задач, условие (1) не гарантирует сокращение вре-

мени для другой индивидуальной задачи. В общем 

случае необходимо перейти к выборочным средним:

                         
. (2)

Также представляет интерес определение такого 

порогового значения размерности задачи, при ко-

тором применение комбинированного алгоритма 

было бы целесообразным. В целях прогнозирова-

ния временной эффективности также необходимо 

получить тренд средних времен по размерности за-

дачи.

2. Способы сокращения 

временных затрат в методе ветвей и границ

Для сокращения времени работы алгоритмов, ре-

ализующих идею метода ветвей и границ для реше-

ния задачи коммивояжера, предлагаются различные 

подходы, связанные как с организацией хранения и 

обработки поискового дерева решений и его вершин  

[10], так и с построением комбинаций точного и раз-

личных эвристических алгоритмов [11–13]. 

В работе [10] представлено экспериментальное 

исследование влияния выделения дополнительной 

памяти на хранение усеченных матриц стоимостей 

в вершинах поискового дерева решений в диапазо-

не длин входов от 25 до 45. В таблице 1 представлен 

прогноз, основанный на экспериментальных дан-

ных [10]. На основании этих данных можно пред-

полагать, что программная реализация алгоритма с 

хранением матриц может быть практически исполь-

зована для точного решения задачи коммивояжера 

с длиной входа не более 70 при реально доступной 

оперативной памяти в 16 ГБ с ожидаемым средним 

временем расчета на современных персональных 

компьютерах порядка одной минуты. 

Таблица 1. 
Прогноз ресурсных характеристик

Размерность 
задачи

Прогноз времени расчета 
оптимального тура без 
дополнительной памяти

Прогноз времени расчета 
оптимального тура 

с дополнительной памятью

Прогноз отношения 
времен

Прогноз среднего 
объема требуемой 

дополнительной памяти

45 1 ñ 0,2 ñ 5 30,71 ÌÁ

54 7 ñ 1 ñ 7 172,3 ÌÁ

70 11,7 ìèí 1 ìèí 11,7 12,47 ÃÁ

80 2,5 ÷ 10 ìèí 15 136,37 ÃÁ

88 19,6 ÷ 1 ÷ 19,6 924,26 ÃÁ

102 29,5 äíåé 1 äåíü 29,5 25,69 ÒÁ
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При разработке комбинации алгоритма метода 

ветвей и границ с эвристическими алгоритмами, 

определяющими предвычисленный тур, мы в даль-

нейшем будем использовать реализацию, включа-

ющую хранение усеченных матриц стоимостей в 

вершинах поискового дерева решений.

Авторы исследования [12] стремились нивелиро-

вать недостатки метода ветвей и границ эвристиче-

скими алгоритмами и техниками распараллелива-

ния программных потоков. Однако авторы также 

указывают, что отчетливо понимают тот факт, что к 

полученным результатам необходимо относиться с 

большой осторожностью, и они носят только озна-

комительный характер.

3. Влияние качества 

предвычисленного тура 

на число порожденных вершин

В классическом методе ветвей и границ для реше-

ния задачи коммивояжера предполагается, что не-

возможно начать отсекать поддеревья поискового 

дерева решений до тех пор, пока не будет найден 

какой-либо тур. Это связано с тем, что классиче-

ский метод не предполагает наличие какого-либо 

тура в момент начального запуска. Ввиду особен-

ности задачи, дерево решений может серьезно раз-

растись, пока первый тур не будет найден. Исполь-

зование предвычисленного тура (известного до 

начала работы метода ветвей и границ) может со-

кратить размеры порожденного дерева решений. 

При близкой к оптимальной стоимости предвы-

численного тура такой комбинированный подход 

может уменьшить время поиска оптимального тура 

(поскольку отпадает необходимость создавать и по-

сещать неперспективные вершины поискового де-

рева решений), а также уменьшить объем требуе-

мой дополнительной памяти (поскольку пропадает 

необходимость хранения неперспективных вершин 

поискового дерева).

Таким образом, данный подход направлен на со-

кращение как времени расчета, так и объема тре-

буемой памяти. Однако при его реализации воз-

никает несколько вопросов. Очевидно, что чем 

ближе предвычисленный тур к точному решению, 

тем меньше времени потребуется для нахождения 

оптимального решения. C другой стороны, пред-

вычисленный тур должен быть найден достаточно 

быстро. Это означает, что время, затраченное на 

работу классического метода ветвей и границ, по 

крайней мере, должно быть не больше, чем сум-

марное время работы эвристического алгоритма 

и алгоритма метода ветвей и границ с предвычис-

ленным туром. Иными словами, использование 

предвычисленного тура должно быть оправданным 

и рациональным. Мы отражаем этот факт в поста-

новке задачи.

Согласно работе [14], если предвычисленный тур 

является оптимальным, то размер дерева решений 

сокращается приблизительно на 40%. В таблице 2 

представлено усредненное количество порожден-

ных вершин поискового дерева решений для задач 

разных размерностей, полученное на основе экспе-

риментальных исследований [14]. Характеристика 

 
показывает, на сколько процентов 

сократится дерево решений, если предвычисленный 

тур для метода ветвей и границ будет оптимальным. 

Однако чувствительность метода ветвей и границ 

к качеству предвычисленного туда достаточна вы-

сока: если предвычисленный тур будет более чем на 

5% хуже оптимального, то, как показано в работе 

[14], дерево решений практически не сокращается.

Таблица 2. 
Влияние предвычисленного тура 

на количество порожденных вершин

35 38%

40 38%

45 39%

4. Эвристические алгоритмы 

получения предвычисленного тура

Эвристические алгоритмы – это алгоритмы, ко-

торые не гарантируют нахождение точного реше-

ния, однако решения, найденные этими алгорит-

мами, в определенной мере близки к оптимальным 

и при этом работают за «приемлемое» время [15]. В 

отличие от точных алгоритмов, эвристические ал-

горитмы обычно достаточно просты в реализации 

и работают быстрее. Все множество эвристических 

алгоритмов можно разделить на три типа:

 жадные [16];

 роевые [17–19];

 улучшающие решения [20; 21].

Кроме того, существует множество различных 

алгоритмов, которые предназначены для решения 

частных случаев задачи (например, для решения 

метрической задачи коммивояжера [22]). 
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Предварительный анализ литературных источни-

ков [14; 23; 24] позволяет сделать вывод, что пред-

ставители жадных и роевых эвристических алгорит-

мов не могут обеспечить достаточно качественное 

решение за необходимое в нашей постановке зада-

чи время. Поэтому использование полученных эти-

ми алгоритмами туров в качестве предвычисленных 

будет нерациональным. Иная ситуации связана с 

множеством эвристических алгоритмов, улучшаю-

щих решения.

В 1973 году Ш. Лин и Б. Керниган представили 

эффективный эвристический алгоритм для задачи 

коммивояжера (алгоритм Лина–Кернигана) [25]. 

Он основан на идее итерационного улучшения слу-

чайно полученного тура. Как показали экспери-

ментальные результаты, этот алгоритм достаточно 

часто находит даже глобально оптимальные реше-

ния. В то же время сложность алгоритма составляет 

приблизительно  [25]. 

Позднее, в 2000 году К. Хелсгаун предложил мо-

дифицированную реализацию упомянутого ал-

горитма (алгоритм Лина–Кернигана–Хелсгауна) 

[26]. Этот алгоритм достаточно часто находит оп-

тимальное решение за приемлемое время даже для 

задач большой размерности.

Рассмотренные алгоритмы спроектированы для 

решения симметричной задачи коммивояжера. 

Однако, используя метод трансформации, предло-

женный в работе [27], любая несимметричная зада-

ча коммивояжера (размерности n) может быть пре-

образована в симметричную задачу коммивояжера 

(размерности 2n). К сожалению, эта трансформа-

ция также влияет на время решения несимметрич-

ной задачи коммивояжера алгоритмом Лина–Кер-

нигана–Хелсгауна.

Основная идея алгоритма Лина–Кернигана–

Хелсгауна заключается в том, чтобы найти некото-

рое допустимое решение, после чего выделить два 

множества дуг – таких, что если все дуги первого 

множества удалить из найденного тура и заменить 

их дугами из второго множества, то результатом 

будет тур, который лучше (дешевле) предыдущего. 

Процесс переноса дуг повторяется до тех пор, пока 

становится невозможно сформировать такие два 

множества дуг. Все ограничения на множества дуг 

и особенности их выбора подробно описаны в ра-

боте [26]. 

Эффективность алгоритма Лина–Кернигана–

Хелсгауна достигается, в первую очередь, за счет 

эффективной стратегии поиска множеств дуг, опи-

санных выше. Поиск построен на основе ограниче-

нии 5-opt перемещений, которые ограничены мно-

жеством возможных кандидатов [26].

Автором работы [28] предпринята попытка раз-

работать алгоритм, который будет находить оп-

тимальные или очень близкие к оптимальным ре-

шения достаточно быстро. Однако при этом не 

уделено внимание вопросу сложности реализации, 

в результате чего последняя программная реализа-

ция, представленная автором, занимает порядка 

10 000 строк исходного кода [28].

5. Комбинированный алгоритм 

и экспериментальные результаты

Для анализа комбинации метода ветвей и границ 

с эвристическим алгоритмом проведено экспери-

ментальное исследование несимметричных задач 

коммивояжера для размерностей 35, 37, 40, 43 и 45. 

Объем выборки для каждой размерности составил 

100 000 индивидуальных задач.

Эксперименты проводились на стационарном 

компьютере со следующими характеристиками:

 процессор: Intel i7 8700K 4700 MHz;

 оперативная память: Corsair Vengeance LPX 

CMK32GX4M2B3466C16R DDR4 3466 MHz 32 

GB;

 материнская плата: ASRock Fatal1ty Z370 Gam-

ing K6;

 операционная система: Arch with kernel version 

4.14.13-1-ARCH.

Для минимизации шумов операционной системы 

фоновые процессы (такие как фаервол), которые не 

нужны для исследования, были отключены. Также 

отсутствует графический пользовательский интер-

фейс, а управление операционной системой осу-

ществлялось посредством командной строки. 

Алгоритмы реализованы на языке С++ и скомпи-

лированы в исполняемый файл с помощью компи-

лятора gcc 7.2.1 20171224.

Введем обозначение:  – среднее время ра-

боты программной реализации алгоритма Лина–

Кернигана–Хелсгауна на индивидуальных задачах 

размерности n.

В первой части таблицы 3 приведены среднее, ми-

нимальное и максимальное (по 100 000 задач) время 

работы программной реализации алгоритма мето-

да ветвей и границ без предвычисленного тура – 

, ,  соответственно.
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Вторая часть таблицы 3 содержит эксперименталь-

ные данные по среднему, минимальному и макси-

мальному (по 100 000 задач) времени работы нашей 

программной реализации метода ветвей и границ 

с предвычисленным туром, полученным с помо-

щью алгоритма Лина–Кернигана–Хелсгауна – 

, ,  

соответственно.

Полученные экспериментальные результаты по-

казывают не столь существенное сокращение вре-

мени, как это следует из данных таблицы 2. Ответ 

на вопрос, почему сокращение числа порожденных 

вершин на 38% не дает соответствующего сокраще-

ния времени, заключается в следующем: алгоритм 

метода ветвей и границ, находясь в некоторой вер-

шине поискового дерева, пытается породить две 

новые вершины, однако их оценки оказываются 

больше, чем значение предвычесленного тура и 

создания новых вершин не происходит. При этом 

на обработку этой вершины, очевидно, затрачива-

ется время, однако эта обработка не приводит к по-

рождению новых вершин поискового дерева. 

Аппроксимация полученных экспериментальных 

результатов методом наименьших квадратов пока-

зывает, что

           , при R2 = 0,9999, (3)

, при R2 = 0,9999. (4)

Абсцисса точки пресечения этих экспонент ле-

жит приблизительно около целочисленной точки 

n = 43. Это означает, что, в соответствии с (3) и 

(4), начиная c n = 43, комбинация метода ветвей и 

границ с алгоритмом Лина–Кернигана–Хелсгау-

на работает в среднем быстрее, чем классический 

метод ветвей и границ, по крайней мере, по оцен-

ке с помощью выборочного среднего. Полученная 

формула (4) также позволяет определить границу 

размерности задач, для которых с использовани-

ем комбинированного алгоритма можно получить 

точное решение при известном ограничении на до-

пустимое время (t
max

). Эта граница является реше-

нием уравнения:

                               
. (5)

Например, при  микросекунд (т.е. 5 ми-

нут) формула (5) дает оценку n = 73. При этом не 

надо забывать о том, что метод очень чувствителен 

к индивидуальным задачам, и реальные значения 

времени могут иметь значительный разброс отно-

сительно выборочного среднего, а требования к до-

полнительной памяти могут быть существенными.

Авторы отдают себе отчет в том, что точность по-

лученной экстраполяции невысока, и мы имеем 

достаточно грубое приближение. В целом мы наде-

емся, что, начиная с размерностей порядка 70–75, 

комбинированный алгоритм будет работать в сред-

нем ощутимо быстрее, но у нас нет веских основа-

ний утверждать, что на самом деле это будет так для 

конкретных индивидуальных задач.

Заключение

Таким образом, в статье на основе проведенного 

экспериментального исследования, показано сле-

дующее:

 по полученному тренду, начиная c n = 43, ком-

бинация алгоритма метода ветвей и границ с алго-

ритмом Лина–Кернигана–Хелсгауна работает бы-

стрее, чем классический алгоритм метода ветвей и 

границ для асимметричной задачи коммивояжера, 

по крайней мере по оценке в среднем;

 метод ветвей и границ с предвычисленным ту-

ром не позволяет решать задачу коммивояжера за 

Таблица 3. 
Экспериментальные результаты

 

мкс

 

мкс

 

мкс мкс

 

мкс

 

мкс

35 78 009 312 4 866 390 84 080 3 629 4 200 069

37 128 072 357 63 857 740 133 791 3 691 39 814 733

40 261 729 435 34 998 093 264 468 3 840 26 352 357

43 539 085 504 66 511 234 531 160 5 127 58 208 012

45 859 599 578 123 629 945 831 424 6 232 78 427 649
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полиномиальное время, однако использование 

предвычисленного тура позволяет уменьшить ко-

эффициент при n в показателе экспоненты на 4,4%, 

что тоже является значимым результатом;

 предвычисленные туры, полученные с помо-

щью жадных и роевых эвристических алгоритмов, 

не представляют практической ценности, посколь-

ку суммарное время работы метода ветвей и границ 

и таких эвристических алгоритмов больше, чем 

время работы «чистого» метода ветвей и границ.

Авторы видят дальнейшее развитие исследования 

в более детальном анализе распределения значений 

времени работ программных реализаций исследо-

ванных алгоритмов. 
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Abstract

For practical, important tasks in the fields of economics and logistics, as well as in a number of technical applications, 
it becomes necessary to solve the traveling salesman problem (TSP). Quite often, the features of these problems lead to 
the traveling salesman problem in asymmetric formulation (asymmetric traveling salesman problem, ATSP). Moreover, 
in some practical applications it is desirable to obtain an exact solution. One of the known exact algorithms for solving 
the ATSP is an algorithm that implements the well-known branch and bound method. The known experimental 
estimates of its complexity on the average are exponential. However, this does not mean that for small dimensions of the 
problem (currently, no more than 70–75), the expected time for solving the individual problem is unacceptably high. 
The need to reduce the time for solving individual problems dictated by practice is associated with the use of various 
modifications of this algorithm, of which a modification that involves storing truncated matrices in the search decision 
tree is one of the most effective. In this article, the authors rely on this modification. Other possible improvements in 
the time efficiency of the software implementation of the branch and bound method are related, among other things, to 
obtaining the initial approximation by heuristic algorithms. As a result, we get a combined algorithm, in which, at the 
first stage, some heuristics works to obtain the initial solution, from which the branch and bound method starts. This 
idea has been discussed for a long time, but the problem is that to reduce time, such a heuristic algorithm is needed that 
delivers a solution close to optimal which will be found quite fast. One of the possible solutions to this problem is the 
subject of this article. 

The subject of the research in this article is the choice of the best heuristic algorithm which, when applied, leads 
to an increase in temporal efficiency in combination with the algorithm of the branch and bound method, and an 
experimental study of its software implementation in order to obtain an average time for solving individual problems. 
On the basis of the results obtained, recommendations are given on the limiting dimensions of the problem that allow 
for an acceptable solution time, something which is of interest in the practical application of this combined algorithm in 
the tasks of business informatics and logistics.

Key words: travelling salesman problem; branch and bound method; combined algorithm; time efficiency; 

experimental research. 
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