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Аннотация
Формирование цепей поставок сырья тесно связано с проблемами производства, касающи-

мися определения цен на реализуемые товары. Часто возникает вопрос о необходимости 
изучения источников поступления сырья и о методологии ценообразования произведенных 
товаров, с учетом большего числа внешних аспектов рынка. Зачастую в литературе рассматри-
ваются лишь частные подходы к решению проблем производства, однако методы решения 
комплексной задачи формирования цепей поставок сырья и ценообразования слабо прорабо- 
таны. В данной работе представлена математическая модель, позволяющая оценить целесо-
образность взаимодействия предприятия лесопромышленной отрасли с товарно-сырьевой 
биржей, с ежедневным формированием вектора цен на всем горизонте планирования. 
Рассматривается двухэтапный алгоритм поиска субоптимального решения, который на 
первом этапе основывается на линейной оптимизации, а на втором – на градиентном спуске с 
применением штрафных функций. Модель апробирована на данных товарно-сырьевой биржи 
России и одного из предприятий Приморского края. Результатом тестирования явились объемы 
производства каждого типа товара на всем горизонте планирования, объемы доставки сырья 
из регионов на предприятия, а также способы доставки товаров до потребителя и политика 
формирования цен. Показано, что почти все товары должны вырасти в цене за счет сокращения 
избыточного объема заявок (спроса) на всем горизонте планирования, за исключением 
продукции двух типов. Отмечено, что биржа может обеспечить необходимым объемом сырья 
производства большой мощности, что демонстрирует возможность при необходимости нарастить 
объемы закупок сырья. Показано, какие товары будут чаще других входить в план выпуска 
при оптимизации вектора цен. Проанализированы пути доставки конечных типов продукции. 
Приведены недостатки и положительные стороны математической модели и алгоритма. 
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Введение

С
о времен промышленной революции XVIII–
XIX веков возросла значимость оптималь-
ного управления производством. До этого 

предприятия, как правило, выпускали продукцию 
и покрывали ею лишь территориально незначи-
тельные объемы рынка. Это, в свою очередь требо-
вало несущественных вычислительных и логиче-
ских усилий, с чем предприятия легко справлялись. 
После промышленной революции предприятия 
стали задаваться вопросом о расширении рынков 
сбыта и об увеличении производственных мощ-
ностей, чтобы максимизировать свою прибыль. 
Однако при выходе предприятий на новые рынки, 
они начали сталкиваться с конкуренцией в других 
регионах. При решении задачи повышения кон-
курентоспособности предприятий возросла роль 
принятия решений в отношении выхода на новые 
рынки, определения объемов производства и спо-
собах получения более дешевого сырья. Эти три 
основных фактора играют значительную роль в 
менеджменте каждого предприятия и сегодня, в 
XXI веке [1, 2].

Среди самых острых проблем, с которыми стал-
кивается предприятие – комплексный вопрос об 
объемах производства, способе доставки и источ-
нике сырья, способе транспортировки конечного 
вида продукции до заказчика, а также о формиро-
вании цен на конечную продукцию. Первые три 
проблемы в комплексе представляют собой зада-
чу формирования устойчивых цепей поставок сы-
рья (supply chain). Следует отметить, что вопросы 
о формировании цепей поставок и о ценовой по-
литике предприятия являются не только краеуголь-
ными в процессе деятельности предприятия, но и 
взаимосвязанными и взаимозависимыми [1]. Труд-
но решать вышеописанную общую проблему путем 
последовательного решения каждой из вышеупо-
мянутых четырех задач в отдельности [2]. Послед-
няя проблема особенно сложна, т.к. она требует 
глубокого анализа рынков, структуры производства 
и процесса переработки сырья [1].

Формирование оптимальных планов производ-
ства, в отличии от формирования ценовой поли-
тики предприятия, – это серьезно проработанная 
в мировой и отечественной литературе проблема. 
Однако случайные процессы, возникающие в ходе 
производства, делают большую часть таких планов 
неприменимыми на практике [2].

Решение проблемы цепей поставок получи-
ло серьезное развитие с ростом вычислительных 
мощностей компьютеров. Однако общепринятый 
подход к решению данной задачи отсутствует, из-
вестны лишь частные случаи решения некоторых 
задач [1]. В то же время реалии XXI века заставляют 
менеджмент предприятий задумываться о том, как 
правильно решать эту задачу исключительно в ком-
плексе с другими, поскольку именно в таком соче-
тании достигается глобальный экстремум значения 
прибыли. Необходимость комплексного подхода 
значительно усложняет и без того очень нетриви-
альную проблему.

Методы и алгоритмы решения транспортных за-
дач появились несколько раньше, чем способы ре-
шения задач, связанных с цепями поставок. Одна-
ко проблемы транспортных потоков, равновесий и 
т.п. до сих пор слабо изучены и не дают общего по-
нимания того, как следует решать ту или иную за-
дачу [2].

Формирование ценовой политики производства –  
очень сложный и трудоемкий процесс, поскольку 
здесь для принятия решений необходима серьезная 
подготовительная деятельность, которая зачастую 
представляется нереализуемой в ограниченные 
сроки.

Кроме того, нельзя забывать о невыпуклости до-
пустимого множества решений и стохастичности 
таких моделей, что также порождает множество 
проблем при поиске решений [3, 4].

Многие параметры рассматриваемой задачи яв-
ляются вероятностными, что не позволяет находить 
оптимальное решение, однако существует возмож-
ность поиска субоптимального решения задачи. 
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Разница между субоптимальным и оптимальным 
решениями заключается в том, что оптимальное 
существует лишь для детерминированного случая, 
в то время как субоптимальное решение доставляет 
такое значение целевой функции, что для любого 
вероятностного исхода это значение будет прием-
лемым и относительно неплохим [3–5]. Однако и 
в случае поиска субоптимального решения есть ряд 
трудноразрешимых проблем. Невыпуклость задачи 
не позволяет находить решения общепризнанными 
методами и всегда требует модификации известных 
алгоритмов и схем действий [6].

1. Обзор литературы

Один из основных вопросов при проектировании 
цепи поставок заключается в выборе метода инве-
стирования [7]. Эта перспектива в проектировании 
цепи поставок требует понимания взаимосвязей 
между затратами, факторами риска цепи поставок 
(в том числе в условиях глобальных кризисных яв-
лений) и инвестициями в возможности цепи по-
ставок. В статье [7] предлагается многоцелевая 
стохастическая модель для проектирования цепи 
поставок в условиях неопределенности. Источники 
риска моделируются как набор сценариев, а цель 
состоит в том, чтобы изучить компромиссы между 
инвестициями в улучшение возможностей цепи по-
ставок и снижение рисков цепи поставок, а также 
минимизировать стоимость сбоев цепи поставок. 
Результаты работы [7] показывают, что расширение 
возможностей цепи поставок можно рассматривать 
как стратегию смягчения, которая позволяет ком-
пании снизить общую ожидаемую стоимость цепи 
поставок, подверженной сбоям, в том числе в связи 
с пандемией COVID-19. 

Проблеме оптимального принятия решений в 
цепи поставок, выбору между централизованными 
и децентрализованными решениями производите-
лей и ритейлеров посвящена работа [8]. Организа-
ция и координация цепи поставок рассматривается 
в условиях налога на выбросы углерода. Призово-
дится оптимизация цепи поставок в трех поста-
новках: при рассмотрении контракта обратной по-
купки, политики субсидирования и совместной 
стратегии обратной покупки и субсидии в условиях 
ограничения налога на выбросы углерода. 

В работе [9] рассматривается задача о поставках 
сырья с товарно-сырьевой биржи до предприятий. 
Особенностями данной работы является поддерж-

ка минимального количества сырья на складе, учет 
предложения сырья на бирже, прогноз предложе-
ния и цен на рынке, розыгрыш пройденного рас-
стояния по железной дороге каждым лотом после 
его покупки. Для достижения цели работы была 
разработана модель нелинейного стохастического 
программирования и алгоритм для поиска субоп-
тимальных решений.

Исследование [10] посвящено анализу управления 
цепями гуманитарных поставок на примере Индии в 
обычной рыночной ситуации, не осложненной кри-
зисами в цепях поставок во время пандемии. Авторы 
подчеркивают важность информационных и ком-
муникационных технологий (ИКТ). Результаты по-
казывают, что стратегическое и упреждающее пла-
нирование имеет важное значение для расширения 
использования ИКТ в управлении цепями гумани-
тарных поставок. Авторы отмечают, что это может 
мотивировать участников внедрять образователь-
ные программы для повышения осведомленности о 
важности ИКТ. Эти результаты также подтверждают 
мнение о том, что роль правительства имеет решаю-
щее значение для расширения использования ИКТ. 
Как утверждается в работе [10], эффективная, про-
зрачная политика рабочих процессов, связанная с 
использованием системы управления знаниями, по-
зволит максимизировать преимущества ИКТ и еще 
больше повысить эффективность цепей поставок. 

В настоящий момент большое внимание прико-
вано к работам в области цепей поставок, где спрос 
описывается как случайная величина, значение 
которой со временем может меняться [11, 12]. Для 
учета этой особенности авторы работы [13] разра-
ботали нелинейную модель, позволяющую обеим 
сторонам сделки принимать решения, отвечающие 
всем ограничениям (с обеих сторон), и находить 
оптимальное решение в сложившейся ситуации.

Однако не всегда можно представить проблему 
сторон как единую математическую модель, в свя-
зи с чем на передний план выходят многопериод-
ные модели. Так, авторы работы [14] разработали 
двухэшелонную производственно-транспортную 
распределительную сеть, которая отличается воз-
можностью учета неопределенности спроса на ко-
нечную продукцию. Цель такой модели заключа-
ется в определении минимальных значений сразу 
двух параметров: совокупной стоимости цепи по-
ставок и времени на обслуживание. Для решения 
поставленной задачи был использован L-образный 
алгоритм. Авторы работы [15] расширили многопе-
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риодную трехэшелонную логистическую сеть пря-
мого и обратного действия в условиях различных 
неопределенностей, включая спрос. Целью работы 
было отыскать такое распределение, при котором 
значение прибыли было бы максимально. Для до-
стижения цели работы использовались эшелоны 
прямого и обратного распределения товаров.

В работе [16] разработана двухэтапная стохасти-
ческая модель по решению проблемы цепи поста-
вок на краткосрочном горизонте планирования, в 
условиях неопределенности спроса. Авторы искали 
эффективное распределение товаров по потреби-
телям, исходя из стохастического спроса, с целью 
максимизировать конечное значение прибыли. Как 
показано в работе [17], особую роль в задачах, свя-
занных с цепями поставок, играет одновременная 
оптимизация разнородных и несоизмеримых па-
раметров. Авторская модель является многопро-
дуктовой и многопериодной, она имеет сложную 
ступенчатую архитектуру, позволяющую решать 
задачу производства со случайными рыночными и 
организационными запросами покупателей и цена-
ми на товары.

Стохастический характер спроса очень точно 
описывает ситуацию типа «продавец –покупатель» 
и играет большую роль в оценке степени эффектив-
ности полученной цепи поставок.

В работе [18] была спроектирована многопродук-
товая сеть поставок, позволяющая учитывать веро-
ятностные сценарии развития событий. В качестве 
алгоритма поиска решений авторы остановились на 
алгоритме ветвления и привязки. В работе [19] была 
решена проблема размещения и распределения 
подзадач со случайным спросом, чтобы иметь воз-
можность принимать решения на различных уров-
нях. Цель задачи заключалась в достижении макси-
мального значения прибыли. В качестве алгоритма 
использовался модифицированный генетический 
алгоритм. В статье [20] сформулирована новая двух-
целевая смешанно-целочисленная задача управ-
ления цепями поставок, которую удалось решить 
тремя классическими способами, а полученные ре-
шения носили характер Парето-оптимальных.

Таким образом, можно считать, что рассматри-
ваемая тема в рамках задачи управления цепями 
поставок актуальна и довольно широко отражена 

в литературе. Однако отметим некоторые важные 
особенности приведенного обзора литературы:

− 	недостаточно внимания уделено проблемам це-
пей поставок и экономической политике как 
комплексной проблеме, для любого типа произ-
водства;

−	недостаточно проработана тема взаимодействия 
предприятий лесопромышленной отрасли с то-
варно-сырьевыми биржами.

2. Цели, задачи  
и гипотеза исследования

Рассмотрим деятельность предприятий лесопро-
мышленной отрасли. Здесь задействованы три наи-
более важных процесса производства: доставка и 
объемы закупок сырья с биржи, объемы производ-
ства каждого типа продукта (исходя из имеющихся 
запасов сырья) и метод доставки конечной продук-
ции потребителю.

Для определенности необходимо отметить источ-
ники поступления сырья на биржу. Биржа заклю-
чает договоры с арендаторами делян из регионов 
о том, что они могут пользоваться площадкой для 
торгов. После совершения сделки между предпри-
ятием по переработке сырья (лесопромышленным 
комплексом – заказчиком) и деляной (продавцом) 
заявленный в договоре1 объем сырья отправляется 
заказчику.

Как правило, предприятия получают заявки от 
заказчиков заблаговременно. В связи с этим пред-
ставляется возможным сделать предположение 
о том, что для планирования своей деятельность 
предприятие может применять большие горизонты 
планирования. Здесь следует отметить, что спрос 
на товары лесопромышленной отрасли имеет се-
зонный характер, что усложняет планирование де-
ятельности компании.

Цель работы заключается в решении задачи при-
нятия решения об оптимальном объеме выпуска 
товаров, об объемах покупки сырья, о доставке 
готовой продукции до конечного потребителя и о 
формировании ценовой политики предприятия на 
всем горизонте планирования для оценки целесо-
образности взаимодействия предприятия с лесной 
товарно-сырьевой биржей.

1	 В договоре купли-продажи указываются способы и цена доставки древесины. 
Доставка может осуществляться силами предприятия, однако далее мы будем 
рассматривать доставку сырья силами поставщика
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Для достижения цели работы поставлены следу-
ющие задачи исследования:

1.	 Построение экономико-математической двух-
этапной модели:

a.	 для формирования субоптимального вектора 
производства продукции по дням на заданном 
горизонте планирования цепей поставок сы-
рья и вектора объемов транспортировки сы-
рья до конечного потребителя;

b.	 для поиска эффективного вектора цен реали-
зации произведенной продукции.

2.	 Составление согласованного решения для пп. 
(а) и (b) списка задач;

3.	 Анализ результатов тестирования модели.

Сформулируем гипотезу исследования. Она состо-
ит в том, что за счет увеличения цены и, как след-
ствие, сокращения объемов заявок можно добить-
ся увеличения прибыли от реализации продукции 
лесопромышленной отрасли на рынках сбыта, при 
взаимодействии с товарно-сырьевыми биржами как 
источниками сырья. 

3. Математическая модель

Любое производство, в том числе лесопромышлен-
ное, не способно функционировать без сырьевой базы. 
Для ее обеспечения необходимо определить деляны, 
откуда будет осуществляться доставка сырья. Для это 
воспользуемся услугами Санкт-Петербургской Меж-
дународной Товарно-сырьевой Биржи (СПбМТСБ)2. 
На бирже каждый день публикуются данные о том, 
сколько сделок (заявок) было совершено, по какой 
цене и какой объем сырья был продан. Кроме того, 
биржа оказывает услуги по доставке сырья до потре-
бителя, что также включается в цену товару. На бирже 
представлены многие регионы, откуда потенциально 
может поступать сырье. 

После поступления достаточного объема сырья 
на склад производства предприятие должно при-
нять решение об оптимальном векторе производ-
ства конечной продукции, с ориентацией на спрос. 
После реализации планов производства необходи-
мо доставить товары покупателям в соответствии 
с их спросом, с использованием известных транс-
портных узлов.

Для решения задачи введем следующие перемен-
ные и обозначения [21]:

k – вид производимой продукции, k = 1, ..., K;

l – вид сырья для производства продукции,  
l = 1, ..., L;

m – номер дня в рамках рассматриваемого гори-
зонта планирования, m = 1, ..., M;

w – номер недели в рамках рассматриваемого го-
ризонта планирования (определяется в зависимо-
сти от номера дня), w = 1, ..., W;

s – номер месяца в рамках рассматриваемого го-
ризонта планирования, s = 1, ..., S;

c
ilrm

 – цена покупки заявки i сырья типа l в регионе 
r в день m (руб.), включая стоимость доставки;

V
ilrm

 – объем сырья типа l в заявке i из региона r в 
день m (м3);

v
ilrm

 – покупаемый объем сырья типа l в заявке i из 
региона r в день m (м3);

u
lm

 – запас на складе сырья типа l день m (м3);

 – максимальная вместимость склада в день m 
(м3);

 – уровень неприкосновенного (страхового) 
запаса сырья типа l на складе в любой из дней на 
всем горизонте планирования (м3);

 – объем сырья типа l, купленный в предыду-
щем периоде, про который известно, что он посту-
пит на склад в день m (м3);

 – объем затрат ресурса l на производство еди-
ницы продукции k в месяце s (м3);

p
km

 – цена продажи продукции типа k в день m (руб.);

N – количество независимых имитационных ите-
раций;

FC
n
 – фиксированные издержки для имитацион-

ной итерации n (руб.), n = 1, ..., N; 

x
km

 – объем производства товаров типа k в день m 
(шт.);

z
ijkw

 – объем продукции k, перевозимой между 
пунктами i и j в неделю w (шт.);

Z
ijw

 – пропускная способность дуги между пун-
ктами i и j на неделе w (шт.);

 – индикатор использования дороги из пункта 
i в пункт j на неделе w в графе-решении транспорт-
ной подзадачи;

c
ijw 

 – затраты на транспортировку из пункта i в 
пункт j в неделю w (руб.);

I – количество заявок, которые были выкуплены 
предприятием в предыдущий период (до момента  
m = 0) и для которых даты прихода на склад известны;

R – количество регионов, из которых поступают 
заявки;

2	 https://spimex.com/
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T
r
 – норма временных затрат (в днях) на доставку 

любого объема сырья из региона r по железной до-
роге, r = 1, ..., R;

 – спрос розничной компании j 
* на продук-

цию k в неделю w;

 – математическое ожидание объема спроса 
розничной компании j 

* на продукцию k в неделю w; 

M
1
 – количество дней текущего периода, для ко-

торых закупленные заявки поступят на склад в те-
чение следующего периода;

J – множество вершин в транспортном графе;

J 
out – множество вершин, инцидентных пункту 

производства;

J 
* – множество розничных торговцев (конечных 

пунктов назначения произведенной продукции);

B
0
 – бюджет предприятия, отведенный для веде-

ния торгов, по состоянию на момент начала работы 
модели;

x
km1

 – гипотетический объем производства про-
дукции типа k в день m = M + 1, ..., M

1
, который 

определяется следующим образом:

 ,

где t – количество дней, за которые выбираются 
максимальные и минимальные значения x

km* в при-
веденных ниже ограничениях. 

Значения параметров u
l 0 

 и B
0
 задаются и соответ-

ствуют последнему дню предыдущего периода.

В качестве целевой функции будем рассматривать 
доналоговую прибыль предприятия на горизонте 
планирования M. Тогда математическая запись за-
дачи оптимизации приобретает следующий вид: 

       	 (1)

      	 (2)

                    	 (3)

             	 (4)

             	 (5)

	 (6)

                                   	 (7)

  	 (8)

     	 (9)

    	 (10)

            	 (11)

                                      B
0
 = const	 (12)

                                      u
l0
 = const	 (13)

                                 	 (14)

                                          	 (15)

                                      	 (16)

   	 (17)

             p
km

 = const; m = 1, ..., 7; k = 1, ..., K	 (18)

              	 (19)

	(20)

    	 (21)

       	 (22)

	 (23)
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                                   	 (24)

                                    	 (25)

                                     	 (26)

где  – равномерно распреде-
ленные случайные величины3; 

 – компонента шума4 случайной величины  
 на момент начала недели w на товар k для роз-

ничного продавца j *;

Рассмотрим подробнее выражения (1–26). Цель 
задачи (1) – найти такое комбинаторное распреде-
ление p, x, v, z,  чтобы значение прибыли было мак-
симально. Мониторинг объемов сырья на складе ве-
дется каждый день (2). Любой склад обладает своей 
максимальной вместительностью (3), и объем посту-
пающего сырья не может его превышать. Поскольку 
любое производство сопряжено с определенным ри-
ском того, что сырье может дойти до склада несколь-
ко позже, чем ожидается, введем понятие неприкос-
новенного (страхового) запаса сырья каждого вида 
(4). Ограничение (5) утверждает, что объем произ-
водства продукции ограничен объемом сырья, име-
ющегося на складе. Из ограничения (6) следует, что 
объем накопленной прибыли за каждый день произ-
водства не может принимать отрицательное значе-
ние. Ограничение (7) говорит о том, что из каждой 
заявки нельзя купить сырья больше, чем заявлено. 
Объем входного потока готовой продукции равен 
выходному потоку (8), иначе говоря, на промежу-
точных пунктах транспортировки готовой продук-
ции не может оставаться никаких товаров. На граф 
подается тот объем готовой продукции, который 
был произведен за рабочую неделю (9). Объем вхо-
дящего потока готовой продукции в вершины с по-
требителем не может превосходить его объем спроса 
(10). Ограничение (11) позволяет отслеживать ис-
пользование разных дуг графа, по которым ведется 
транспортировка готовой продукции. Формулы (12) 
и (13) утверждают, что начальные бюджет компании 
и объем сырья на складе изначально даны. Формулы 
(14–16) отражают характер оптимизационных пере-

менных. Ограничение (17) позволяет продолжить 
формирование вектора закупок сырья, вектора про-
изводства, вектора способа доставки товаров с уче-
том небольшого добавочного периода, если модель 
будет использоваться в течение нескольких перио-
дов. Формула (18) отражает то, что цены фиксиро-
ваны на первый день работы предприятия. Формула 
(19) показывает, что за день цена может меняться не 
более, чем на . Формулы (20–26) отражают 
стохастический характер изменений, иначе говоря, 
для каждой реализации таких случайных величин 
будет определяться оптимальное или субоптималь-
ное решение системы.

Как следует из формул (1–26), модель является 
нелинейной и стохастической. Полученную зада-
чу, согласно работе [22], можно классифицировать 
как задачу стохастического программирования с 
детерминированной целевой функцией и стоха-
стическими ограничениями. Поиск оптимального 
решения в задачах стохастического программиро-
вания нетривиален и всегда требует частного под-
хода, особенно если целевая функция или ограни-
чения нелинейны [22].

Рассмотрим подходы к решению задачи. Наи-
более широко известны такие методы, как метод 
детерминированного эквивалента (МДЭ), довери-
тельный метод (ДМ) (более известный, как обоб-
щенный минимаксный подход [22–24]) и некото-
рые другие. МДЭ позволяет уйти от стохастических 
ограничений к ограничениям детерминированного 
характера и свести исходную задачу стохастиче-
ского программирования к задаче «детерминиро-
ванной» оптимизации, что позволяет расширить 
инструментарий для решения проблемы. Однако 
этот метод не всегда можно применить, поскольку 
основные утверждения, свойственные этому мето-
ду, предъявляют достаточно жесткие требования к 
структуре функции потерь и распределению век-
тора случайных параметров. В некоторых случаях 
получается успешно оценить реальное значение 
функции квантили с помощью некоторой верхней 
границы доверительной оценки. Поскольку такая 
оценка представляет собой функцию максимума 
на соответствующем доверительном множестве, за-
дачу минимизации функции квантили можно за-
менить на минимаксную задачу, решение которой 
можно получить числено или аналитически [22, 25].

3	 Поскольку природа этих величин неизвестна, делается допущение, что они 
распределены равномерно

4	 Под шумом обычно понимается некоторое случайное отклонение
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В работе [26] предложена постановка двухэтапной 
задачи линейного стохастического программирова-
ния. Новизна постановки в данной статье состоит 
в том, что ограничения задачи второго этапа пред-
ставляют собой линейную задачу дополнительно-
сти с детерминированной матрицей компенсации. 
Введение таких ограничений позволяет получать 
компенсацию плана на «пределе разрешимости», 
что обеспечивается условиями дополняющей не-
жесткости задачи дополнительности.

Исходя из краткого обзора существующих работ, 
отметим, что задачу (1–26) можно свести к двухэ-
тапной модели, где на первом шаге разыгрываются 
значения стохастических параметров, фиксируется 
вектор цен и решается классическая задача смеша-
но-целочисленного программирования (1–16), а на 
втором шаге применяются штрафные функции и 
метод градиентного спуска для изменения вектора 
цен реализации товаров.

Для решения задачи (1–26) будем проводить ите-
рационный поиск субоптимального решения с ис-
пользованием двух подзадач – этапов (поиск оп-
тимального плана производства, доставки сырья и 
товаров и поиск субоптимального вектора цен для 
реализации товаров). 

Этап 1. Решить задачу (2–16) с целевой функци-
ей вида (27): 

         	 (27)

где . 

На первой итерации вектор p = p{p
km

}
km

 генери-
руется случайным образом с заданным начальным 
условием (18). Значение спроса рассчитывается с 
использованием (18, 19, 23) (при повторном при-
менении этапа 1 на следующей итерации будут ис-
пользоваться значения цен, полученные на преды-
дущей итерации этапа 2). Значения из выражений 
(20–26) разыгрываются каждую итерацию. По-
иск решения задачи осуществляется с использо-
ванием алгоритма Гомори, включенного в систему 
MathWorks5.

Этап 2. Для фиксированных значений x
km

, v
ilrm

, 
z

ijkw
, , полученных на этапе 1, следует решить оп-

тимизационную задачу (10, 22, 23, 28, 29):

         	 (28)

                 	 (29)

Этап 3. После этапа 2 необходимо проверить зна-
чение разности значений прибыли. Повторять по-
следовательно этапы 1 и 2 до тех пор, пока значение 
прибыли g итераций подряд начнет меняться мень-
ше чем на значение , выйти из алгоритма.

Как можно заметить, на этапе 1 осуществляется 
линейная оптимизация: решается задача смешан-
но-целочисленного линейного программирования. 
Однако второй этап представляет собой оптими-
зацию нелинейного функционала. Для поиска оп-
тимального решения воспользуемся градиентным 
спуском [27, 28] и штрафными функциями [29–31]. 
Тогда задача (10, 18, 22, 23, 28, 29) примет вид (18, 
22, 23, 30–34, 36) с правилом итерирования:

   	 (30)

    	 (31)

   	 (32)

   	 (33)

   	 (34)

                          	 (35) 

             	 (36)

5	 MathWorks. Documentation. Mixed-Integer Linear Programming Algorithms: https://it.mathworks.com/help/
optim/ug/mixed-integer-linear-programming-algorithms.html 
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где m = 1, ..., M;

p(k) – вектор цен на итерации k;

h – величина шага;

 и    – векторы, элементами  
которых являются большие числа. 

Критерием останова будем считать достижение 
такого значения k, чтобы выполнялось неравенство 

.

Рассмотрим формулы (30–35) подробнее. Фор-
мула (30) – целевая функция со штрафами

Ограничение (31) отражает разность между до-
ставленным до заказчика объемом продукции и 
значением спроса того же заказчика. Если значение 
цены выходит за рамки ограничений (32–34, 36), то 
целевая функция получает штраф. Формула (35) – 
правило подсчета вектора цен.

Решение будет стремиться к такому состоянию, 
когда цены будут удовлетворять ограничениям, а 
объем заявок на товары будет стремиться к объему 
доставленной продукции. Последнее позволит уве-
личить цену до максимума и сократить количество 
заявок6 и издержки при производстве и доставке 
готовых товаров, что также увеличит значение при-
были до субоптимального значения.

4. Апробация модели

Для апробации модели было выбрано одно из ве-
дущих лесопромышленных предприятий Примор-
ского края. Компания стремится извлечь максимум 
прибыли из своей деятельности и работать с соблю-
дением действующего законодательства, поэтому 
предприятие рассматривает возможность сотруд-
ничества лишь с биржей. Поскольку предприятие 
пытается только оценить целесообразность сотруд-
ничества с биржей, воспользуемся уже опублико-
ванными данными биржи за весь период. Однако 
мы сфокусируем внимание на интервале с 01.02.2020 

по 31.11.2020, т.к. на нем наблюдается сезонный спад 
спроса на товары и предложения на рынке сырья. За 
рассматриваемый период было опубликовано 1509 
сделок (заявок). В наибольшей степени на бирже 
представлены предприятия из четырех регионов: 
Иркутская область (r = 1), Республика Удмуртия  
(r = 2), Московская область (r = 3) и Пермский край 
(r = 4). Зная координаты предприятий, можно было 
бы вести с ними диалог напрямую, минуя биржу. Од-
нако биржа скрывает реальные координаты, поэто-
му все сделки проводятся через биржу как со сторо-
ны покупателя, так и со стороны поставщика.

С официального сайте биржи за указанный пе-
риод был собран массив следующих данных: цены 
предлагаемых заявок c

irm
, объемы заявок v

ilrm
, цены 

реализации конечных товаров p
k1

, количество за-
явок по каждому типу сырья. Кроме того, на осно-
ве анализа статистики продаж предприятия будем 
считать заданным на рассматриваемом горизон-
те планирования ежедневный спрос каждого вида 

товара 8.

Для решения транспортного блока и составления 
матрицы смежности транспортных промежуточных 
и конечных пунктов воспользуемся картой между-
народных транспортных коридоров железных до-
рог Евразии9. Для оценки пропускной способности 
воспользуемся данными предприятия.

Основные исходные данные, характеризующие 
предприятие, представлены в таблицах 1–3.

Рассмотрим требования к вычислительной мощ-
ности компьютера, с помощью которого предстоит 
найти решение задачи, и отметим некоторые осо-
бенности.

Количество ограничений и переменных соста-
вило 10189 и 49779 соответственно. Это позволяет 
утверждать, что матрица ограничений слабо разре-
жена, что, в свою очередь, увеличивает время поис-
ка решения. Ввиду этого максимальное количество 
вершин полиэдрального допустимого множества 
решений было ограничено 1500 единицами, что 
крайне мало (но даже для такого числа вершин по-
иск решений будет весьма долгим).

6	 Отметим, что мы не можем утверждать об истинности метода расчета коэффициента nkw, хотя он отвечает 
основным экономическим предположениям о поведении спроса в зависимости от цены. Для прояснения 
этого вопроса требуются дополнительные исследования

7	 Причины того, почему лесоперерабатывающие компании часто работают с нарушением законодательства, 
рассмотрены в работе [19]

8	 Для будущих исследований в области моделирования процессов производства из области цепей поставок 
планируется прогнозировать спрос на продукцию производителя на основе данных, имеющихся у предприятия. 
Что касается данной работы, то здесь был использован зашумленный автором объем спроса за 2020 год и 
проводилась оценка значений цен по реализации конечных товаров

9	 http://www.expresstk.ru/wp-content/uploads/2017/08/Evroaziatskie-transportnye-koridory.pdf
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Для ускорения поиска решения воспользуемся 
12-поточным процессором Ryzon 2600x и опера-
тивной памятью объемом 64 Гб, а также методикой 
параллельного программирования. Поиск решения 
для каждой задачи на этапе 1 будут вычисляться па-
раллельно, и именно для этого требуется большой 
объем оперативной памяти. Уточним, что такой объ-
ем оперативной памяти требуется лишь на шаге фор-
мирования матриц ограничений и целевых функций 
для разных итераций.

Для вычислений воспользуемся высокоуровне-
вым языком программирования Matlab10 и функ-
цией из пакета расширения intlinprog для поиска 
решений задач линейной оптимизации. Для того, 
чтобы ускорить процесс поиска решений мы спе-
циально не накладывали целочисленное ограниче-
ние на переменные z. Это не повлияет на коррект-
ность решения задачи, т.к. в теории транспортной 
задачи доказывается, что решение такой подзадачи 
всегда является целочисленным [21]. 

5. Обсуждение

Рассмотрим поведение прибыли на всем горизон-
те планирования (рисунок 1). Как видно из рисунка, 
значение прибыли изменялось немонотонно. Это 
связано с тем, что на каждом шаге разыгрывались 
случайные величины (20, 21, 24–26) и  – компо-
нента шума спроса на товары. Последний элемент 
особенно сильно влиял на конечное значение объ-
ема спроса на товары, что, в свою очередь, отража-
лось на показателе прибыли.

Рис. 1. Визуализация изменения показателя прибыли 
в зависимости от значения цены p(k) на итерации k

10	https://www.mathworks.com/help/optim/ug/intlinprog.html

Таблица 1.
Основные исходные  

параметры предприятия

Параметры Значения параметров

, м3 7750

, м3 50

, м3 (2250; 2250)

,  = 1, ..., 9
 
, тыс. руб.

(35; 52,89; 73,4; 83,54; 87,125;  
97,47; 111,72; 121,97; 143,4)

T
r 
, дни (3; 5; 6; 5)

B
0
, руб 20 000 000

h max(150; 1000 – 25 k)

1e-02

g 2

1e+04

1e+04

c1 0,5

c2 1

0,006

Таблица 2. 
Затраты сырья на производство  

единицы продукции

Тип  
сырья (l ) \  

номер  
товара (k)

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 3 4 5 4 5 5 7 5 9 47

2 2 4 4 6 6 7 6 9 7 51

Таблица 3. 
Диапазоны значения некоторых  

случайных величин

Параметры Значения Параметры Значения

0,1 10

100 100

2 000 000 2 820 000

Значение целевой функции, руб

2,54

2,52

2,50

2,48

2,46

2,44

2,42

2,40

2,38

2,36

2,34
0               2              4               6              8              10             12            14
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Последнее значение прибыли (после срабатыва-
ния критерия останова) было разыграно четыре раза, 
чтобы понять примерный разброс этого значения в 
зависимости от реализаций случайных величин. 

При тестировании финального решения удалось 
заметить следующее. Поведение накопленной при-
были в трех из четырех случаев стабилизируется 
(особенно хорошо это можно наблюдать при ана-
лизе поведения прибыли по дням). Сложным с точ-
ки зрения принятия решения является промежуток 
между первым и восьмидесятым днями горизонта 
планирования. Сложность заключается в том, что-
бы подобрать такие значения векторов p, x, v, z, ,  
чтобы значения прибыли были положительными.

Отметим, что по коммерческим причинам мы не 
можем отразить спрос , однако, можно заме-
тить, что спрос имеет убывающую к лету тенден-
цию, а после лета – тенденцию к росту.

Также заметим, что выдвинутая гипотеза о повы-
шении значения прибыли за счет увеличения цены 
и, как следствие, сокращения объемов поступив-
ших заявок на товары при взаимодействии с то-
варно-сырьевой биржей как источником сырья для 
производства, подтверждается.

Аналогичная тенденция наблюдается и в части 
предложения сырья типов 1 и 2 на бирже. Это свя-
зано с тем, что летом многие места добычи сырья 
труднодоступны ввиду заболоченности и сложной 
проходимости [21]. Однако, значения предложения 
сырья не сильно различаются по месяцам, что свя-
зано с нарушением законодательства в области лесо-
пользования [21]. Можно сделать вывод, что объем 
покупок на бирже незначителен относительно пред-
ложения, что, в свою очередь, не приводит к резкому 
росту цен и нехватке сырья для производства. Иначе 
говоря, биржа может полностью обеспечить пред-
приятие всеми необходимыми видами и объемами 
сырья без особой дополнительной нагрузки.

Падение спроса на товары и предложения сырья 
ведет к сложной управленческой ситуации на про-
изводстве – нет четкого понимания, как действо-
вать так, чтобы выполнялось условие о положитель-
ном значении накопленной прибыли за каждый 
день в течение всего горизонта планирования. Если 
данное условие не будет выполняться, то необходи-
мо ставить вопрос о привлечении инвестиций, что 
значительно усложняет исходную задачу.

Рассмотрим объемы закупок сырья по регионам. 
Несмотря на транспортную близость Иркутской 
области к Приморскому краю, где находится пред-
приятие, и несмотря на максимальный объем пред-
ложения на бирже сырья из Иркутской области, 
предпочтение было отдано закупкам из Республики 
Удмуртия (  40%) и Московской области (  30%). 
Это сильно отличается от результатов закупок, по-
казанных в работе [21], где Иркутская область до-
минирует в поставках сырья. Это связано с тем, что 
в текущей работе дополнительно принимаются во 
внимание факторы изменения цен на конечную 
продукцию, решается транспортная подзадача и 
предусматривается возможность выбора объема 
сырья из заявки с биржи11. Влияние этих трех фак-
торов на изменение объемов закупок предполагает-
ся рассмотреть в последующих работах.

Рассмотрим объемы производства отдельных 
видов продукции. Товар типа 9 является наиболее 
ходовым. Кроме того, для этого товара можно на-
блюдать отличие от общей тенденции: чем ближе 
к лету, тем выше спрос. Вероятно, это можно объ-
яснить тем, что цена на этот товар наибольшая, а 
отношение затрат к выручке наименьшая по срав-
нению с аналогичными показателями других видов 
продукции. 

Что касается товара 8, то его производство с фев-
раля по апрель растет, а после апреля падает.

Сложную динамику изменения объемов произ-
водства демонстрирует товар 7. До сентября месяца 
сложно утверждать о характере изменения объемов 
производства этого товара, но можно с уверенно-
стью сказать, что этот тип товара должен произво-
диться в значительных объемах в сентябре и октя-
бре, после выхода из сезонного спада спроса.

С высокой долью уверенности можно утверж-
дать, что целесообразность его производства товара 
6 крайне мала.

Также сложную для анализа динамику измене-
ния объемов производства демонстрируют товары 
1–5. Несмотря на то, что они часто производятся, 
их объемы на общем фоне производства других то-
варов незначительны. 

Рассмотрим ситуацию, которая происходила на 
складе за время производства. Введем оператор  
ave (X), результатом которого является среднее 

11	В работе [19] рассмотрен другой метод игры на бирже, когда заявку можно выкупить только целиком
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значение X на всех итерациях. Здесь можно заме-
тить, что амплитуда запасов сырья на складе зна-
чительная для каждой итерации. Это позволяет 
утверждать, что степень сложности процесса пла-
нирования производства существенно зависит от 
процедуры пополнения склада сырьем. Здесь стоит 
отметить, что в среднем результаты работы моде-
ли показывают, что степень наполненности склада 
выше 50%. Это связано с тем, что летом стоимость 
сырья растет, а ближе к холодным периодам (зима, 
поздняя осень и ранняя весна) падает. Результаты 
моделирования показывают, что для того, чтобы не 
закупать сырье летом по завышенной цене, им сле-
дует запастись несколько раньше.

В середине апреля и июня можно наблюдать, что 
в среднем объем запаса сырья на складе достигает 
своего пика , и что почти каждый день (97%) 
на всем горизонте планирования ведется закупка 
и поступления сырья на склад, что в совокупности 
также осложняет процесс планирования запасов. 

Рассмотрим транспортную подзадачу (рисунок 2). 
Здесь черным цветом обозначены те маршруты, по 
которым отношение количества транспортируемых 
товаров к пропускной способности дуги превышает 
66,67%. Для маршрутов, выделенных серым и 
пунктиром, эти коэффициенты выше 33,33% и 
ниже 66,67%.

Главные пути лежат через пункты 1  2  6 в пункт 
10, а также из пункта 1 в пункт 8: 1  3  4  8.  
Для случая с вершиной 9 ситуация несколько иная. 
Тут два потока сливаются в один: это часть вышеу-
помянутого потока 1  2  6  5  9 и 1  3  4   

 5  9, где в среднем на второй поток приходится 
65,71% грузооборота для вершины 9.

Однако есть и другие маршруты, которые исполь-
зуются реже (2  3, 3  3, 6  7, 5  6, 5  4). Эти 
маршруты используются очень редко, их средняя 
степень заполняемости не превосходит 0,56%. Это 
в основном связано с тем, что эти маршруты не на-
ходятся на пути к конечному покупателю. Отме-
тим, что существует и более существенные по сте-
пени заполняемости маршруты. Среди них стоит 
рассмотреть 6  5, 5  7, 7  10. Здесь дуги графа 
используются ввиду того, что основные маршруты 
не справляются с потоком грузов.

Главной задачей данного исследования является 
выявление того, как будет меняться цена на каж-
дый вид товара из расчета, чтобы при решении за-
дачи (1–16) финальное значение прибыли было 
максимальным. Для этого рассмотрим рисунки из 
онлайн-приложения12.

Для товара любого типа, кроме первого и девя-
того, характерен стабильный рост цены, что в кон-
тексте (22, 23) означает, что за счет повышения 

12	https://drive.google.com/drive/folders/1DM2YsxBHPOZLvaTHjbmP8GK3cVaDfDa5?usp=sharing

Рис. 2. Визуализация графа железнодорожных маршрутов 
 с пометками о средней степени «наполненности» дуг на всем горизонте планирования
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цены достигается уменьшение избыточного объема 
спроса на товары и, как следствие, увеличивается 
значение конечной прибыли. Для товаров перво-
го и девятого типов ситуация несколько иная. Для 
первого типа товара объем спроса уменьшается на 
всем летнем промежутке ввиду явного роста цен, 
а для девятого наблюдается рост цены, который 
стабилизируется по мере приближения к зимнему 
периоду. Природу этих выпадающих из правила на-
блюдений предполагается изучить дополнительно.

Рассмотрим положительные и отрицательные сто-
роны модели и двухэтапной схемы оптимизации.

К положительным сторонам модели можно отне-
сти относительную концептуальную простоту иссле-
дования в части моделирования и этапов оптимиза-
ции. Все алгоритмы и методы, применяемые на этих 
этапах, достаточно хорошо исследованы. В литера-
туре также описаны многие модификации их вари-
антов, что имеет большое значение для дальнейших 
исследований, направленных на сокращение време-
ни расчета и повышения точности полученных ре-
шений. 

Также отметим, что данная модель комплексно  
охватывает довольно большой перечень проблем 
предприятия, что позволяет находить решения бо-
лее близкие к истинному оптимальному.

К отрицательным сторонам модели отнесем не-
сколько моментов. Сложно утверждать о скорости 
сходимости данного метода при больших выборках 
и большой размерности задачи. Вероятно, для б ль-
ших выборок или для б льшей размерности задачи 
потребуется воспользоваться численными или эври-
стическими алгоритмами.

Высокие требования к компьютеру в совокупно-
сти с вычислительной сложностью задачи делает 
нетривиальным процесс отладки программ в случае 
слабой компьютерной базы и значительно повыша-
ет барьер практического внедрения результатов ис-
следования. 

Исходя из ограничений и положительных сторон 
результатов исследования, рассмотрим направления 
совершенствования модели и метода поиска реше-
ний.

На шаге 1 двухэтапной оптимизации имеет смысл 
пользоваться робастным смешано-целочисленным 
линейным программированием [24] ввиду стоха-
стичности многих переменных, что должно позво-
лить ускорить поиск решения. Идея этого метода 

заключается в том, чтобы выявить общие для всех 
итераций ограничения (детерминированные огра-
ничения) и, в сочетании с некоторыми преобразо-
ваниями всех оставшихся линейных стохастических 
ограничений, найти решение задачи за малое число 
итераций. Это позволит значительно сократить вре-
мя на поиск решения и объем используемой опера-
тивной памяти. 

Выдвинутые нами предположения о том, какие 
товары должны в будущем входить в том или ином 
объеме в план производства (исходя из рисунка 2) не-
обходимо в дальнейшем тестировать с применением 
разработанной схемы поиска решения.

Необходимо заменить процесс разыгрывания слу-
чайных величин на дифференциальные или другие 
виды выражений, т.к. в противном случае это потре-
бует большого объема вычислений, что в свою оче-
редь скажется на времени генерации матриц огра-
ничений и целевых функций для каждой итерации. 
После такой замены будет необходимо воспользо-
ваться или эвристикой, или численными методами. 
Как скажется такой вид замены на задачах большой 
размерности утверждать сложно, необходимо про-
водить дополнительные исследования. 

Имеет смысл подключить другие виды производ-
ственных процессов к модели оценки целесообраз-
ности взаимодействия предприятия с лесной товар-
но-сырьевой биржей для получения более точных 
результатов.

Следует отметить, что транспортировка готовой 
продукции и сырья по железной дороге в реаль-
ности не носит детерминированный характер. Это 
особенно ярко проявляется по мере приближения 
к зимнему периоду, когда пропускная способность 
падает ввиду повышения спроса на перевозки дру-
гих товаров и типов сырья (например, топлива). В 
будущем имеет смысл добавить случайные величи-
ны, описывающие пройденное расстояние в течение 
какого-либо периода для получения более точного 
решения. Однако рассмотрение дополнительных 
факторов транспортировки повлечет увеличение 
времени расчетов и неопределенности в алгоритме 
поиска решений.

Данную модель представляется возможным ис-
пользовать и для планирования производства на 
перспективу, но в таком случае необходимо заду-
маться о качественном проведении прогноза ситу-
ации на рынке или на бирже сырьевой направлен-
ности. Для получения более точных решений также 
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имеет смысл рассмотреть возможность применения 
глубокого обучения нейронных сетей (или обучения 
с подкреплением) на стадии закупки сырья, в зави-
симости от того, как будет складываться ситуация на 
рынке сырья.

Заключение

В работе представлена модель решения задачи 
формирования устойчивых цепей поставок и це-
новой политики предприятия лесопромышленной 
отрасли. Модель позволяет максимизировать зна-
чение доналоговой прибыли и представляет собой 
задачу математического программирования, от-
личающуюся комплексной возможностью одно-
временного учета производственных норм потре-
бления сырья для выпуска конечной продукции, 
формирования вектора закупок сырья на товарно-
сырьевой бирже, формирования вектора объемов 
транспортировки готовой продукции по транспорт-
ному графу и формирования ценовой политики 
предприятия. Результаты реализации модели вклю-
чают структуру производства, последовательность 
закупки производством сырья на товарно-сырье-
вой бирже, последовательность транспортировки 
конечной продукции покупателям, а также значе-
ние прибыли за каждый день работы предприятия 
и вектор цен на рассматриваемом горизонте пла-
нирования. Процесс поиска субоптимального ре-
шения задачи усложняет ее большая размерность, 
целочисленные ограничения и быстро растущая 
нагрузка на оперативную память. 

Для решения такой задачи была разработана 
двухэтапная схема оптимизации, состоящая из ша-
гов с линейной оптимизацией и градиентным спу-
ском. В работе реализован двухступенчатый метод 
Гомори на первом шаге двухэтапной оптимизации. 
С практической точки зрения модель представля-
ет собой инструмент, позволяющий сформировать 
субоптимальный план производства на основе про-
изводственных факторов и объемов предложений 
сырья на товарно-сырьевой бирже, а также план 
транспортировки конечной продукции покупате-
лям на всем горизонте планирования. В услови-

ях отсутствия возможности привлечения капитала 
модель позволяет находить субоптимальное реше-
ние, позволяющее предприятию избегать кассового 
разрыва.

Апробация модели проведена на примере лесо-
перерабатывающего комплекса из Приморского 
края. На основе проведенных расчетов и найден-
ного решения сформулированы рекомендации для 
управляющего звена компании по сотрудничеству 
с товарно-сырьевой биржей России. Анализ ре-
шения показал, что, несмотря на территориаль-
ную близость Иркутской области к Приморскому 
краю, стоит обратить внимание на покупку сырья 
из Московской области и Республики Удмуртия. 
Это объясняется двумя причинами: достаточный 
потенциалом в части добываемого сырья и более 
приемлемой ценовой политикой лесодобывающих 
предприятий. Проведен краткий анализ возможных 
объемов производства продукции каждого типа. Из 
анализа следует, что производство большинства ти-
пов товаров не является целесообразным. В целом 
расчеты позволяют сделать вывод о возможности 
рациональных закупок сырья на товарно-сырьевой 
бирже России.

Для анализа качественно более сложных биз-
нес-процессов предприятия представляется це-
лесообразной модификация модели путем введе-
ния вероятностных экономико-производственных 
факторов. Однако в этом случае остается открытым 
вопрос о методе решения усложненной задачи. Так-
же имеет смысл рассмотреть возможности ускоре-
ния поиска решений. 
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Abstract

The formation of supply chains for raw materials is closely related to production problems involving the 
determination of prices for sold goods. The question often arises about the need to study the sources of raw materials 
and the methodology for pricing the goods produced, taking into account a large number of external aspects of 
the market. Often, only particular approaches to solving production problems are considered in the literature, 
and methods for solving the complex problem of forming supply chains for raw materials and pricing are poorly 
developed. This paper presents a mathematical model that makes it possible to assess the feasibility of interaction 
between a timber industry enterprise and a commodity exchange, with the daily formation of a price vector over the 
entire planning horizon. A two-stage algorithm for finding a suboptimal solution is considered, which at the first 
stage is based on linear optimization, and at the second, on gradient descent with the use of penalty functions. The 
model was tested on the data of the commodity and raw materials exchange of Russia and one of the enterprises of 
the Primorsky Territory. The result of testing was the volume of production of each type of product over the entire 
planning horizon, the volume of delivery of raw materials from regions to enterprises, as well as the methods of 
delivery of goods to the consumer and the policy of pricing. It is shown that almost all goods should increase in 
price due to a reduction in the excess volume of applications (demand) over the entire planning horizon, with the 
exception of two types of products. It is noted that the exchange can provide the necessary volume of raw materials for 
high-capacity production, which demonstrates the possibility, if necessary, to increase the volume of raw materials 
purchases. It is shown which goods will be included in the release plan more often than others when optimizing the 
price vector. The ways of delivery of final types of products are analyzed. The disadvantages and advantages of the 
mathematical model and algorithm are presented. 
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