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Измерение образовательного прогресса остается нетривиальной методо-
логической задачей даже при наличии множества описанных в литературе 
подходов к его концептуализации и моделированию. Рассматривается ме-
тодологический подход к измерению образовательного прогресса в рамках 
современной теории тестирования, при этом традиционная концептуализа-
ция этого подхода расширяется за счет моделирования когнитивных опе-
раций. Показано, что синтез традиционных моделей для измерения обра-
зовательного прогресса с одной из самых популярных моделей современ-
ной теории тестирования — LLTM, позволяющей моделировать когнитивные 
операции, — существенно обогащает возможности интерпретации тестовых 
баллов учеников, сохраняя все достоинства традиционного подхода к изме-
рению образовательного прогресса. Для иллюстрации предлагаемого под-
хода использована линейка тестов, применявшихся для мониторинга обра-
зовательного прогресса в математике в 8–9-х классах средней школы.
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Measuring students’ growth and change is considered one of the main ways for 
evidence-based development of educational systems. However, it is a non-trivial 
methodological task, despite the numerous approaches available for its concep-
tualization and statistical realization. In this article, we describe the main features 
of measuring students’ growth and change using Item Response Theory (IRT) in 
detail. We then expand this approach to allow for the modeling of cognitive ope-
rations with the Linear Logistic Test Model (LLTM). We show that the synthesis of 
traditional IRT models for measuring growth and change with LLTM significantly 
enriches the interpretability of ability estimates while preserving the advantages 
of the traditional approach. To illustrate this approach, we use a set of monito-
ring tests to measure educational progress in mathematics in secondary school.
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Измерение образовательного прогресса — один из основных 
способов доказательного развития образования. Образова-
тельный прогресс дает основания судить о том, какие образова-
тельные практики и политики положительно ассоциированы с 
повышением уровня образовательных достижений у учащихся 
[Slavin, 2005]. Однако создание условий, необходимых для того, 
чтобы доказательно говорить об измерении образовательного 
прогресса, представляет собой нетривиальную методологиче-
скую задачу. Методологи предложили немало методов измере-
ния прогресса [Саляхутдинова, Федерякин, 2022]. При всем их 
разнообразии в образовании доминирующим подходом оста-
ется современная теория тестирования благодаря ее интуитив-
ной понятности и относительной технической простоте.

Abstract

Keywords

For citing



Сергей Тарасов, Ирина Зуева, Денис Федерякин 
Измерение образовательного прогресса на основе когнитивных операций

174� Вопросы�образования / Educational�Studies�Moscow.�2023.�№�3

В отличие от классической теории тестирования, работа-
ющей с суммой первичных баллов за задания, современная 
тео рия тестирования (Item Response Theory, IRT) [Linden van der, 
2018] подразумевает математическое разделение параметров 
заданий и респондентов. Из-за того что IRT обращается с эти-
ми параметрами как с независимыми — или, по крайней мере, 
отдельными, — этот подход к образовательным измерениям 
открывает много возможностей, которые нельзя реализовать 
в классическом подходе. IRT не только включает в математи-
ческую модель для оценки уровня способностей респонден-
тов множество дополнительных факторов и аспектов оценки, 
но и позволяет доказательно говорить об измерении образо-
вательного прогресса. С использованием IRT можно модели-
ровать когнитивные структуры, задействованные в процессе 
решения заданий, например с помощью оценивания трудно-
стей различных когнитивных операций [Fischer, 1973], — а зна-
чит, выяснять, какие когнитивные операции респондент осво-
ил, а какие нет.

Цель данной работы состоит в том, чтобы проиллюстриро-
вать новый подход к измерению образовательного прогресса с 
помощью когнитивных операций, задействованных в процессе 
решения заданий теста, в рамках парадигмы IRT. В статье мы 
прежде всего обосновываем невозможность измерения образо-
вательного прогресса без использования специальных психо-
метрических методов. Далее мы описываем один из подходов к 
измерению образовательного прогресса в IRT и обсуждаем его 
соотношение с другими способами измерения прогресса. Затем 
мы рассматриваем возможности, которые предоставляет IRT 
для анализа когнитивных операций, заложенных в тест, и син-
тезируем эти две области IRT, чтобы описать методологию из-
мерения образовательного прогресса на основе когнитивных 
операций. И наконец, мы приводим пример реализации пред-
ложенного подхода на данных мониторинга индивидуального 
образовательного прогресса в математике учащихся 8–9-х клас-
сов и вписываем результаты этого исследования в более широ-
кий исследовательский контекст.

Чтобы измерение образовательного прогресса было возмож-
ным, необходимы следующие условия:

• наличие нескольких (минимум двух) замеров одной и той 
же способности на определенной временной дистанции; 

• наличие якорных заданий в разных тестах; 
• применение специальных методов психометрического мо-

делирования. 

1. Проблемы 
с измерением 
образователь-

ного прогресса 
в классических 

подходах
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Первое условие очевидно. Выполнение второго и третье-
го условий — именно то, за что подвергаются критике попыт-
ки измерить образовательный прогресс в классической тео-
рии тестирования.

Наличие якорных заданий дает возможность проверить, 
действительно ли разные тесты все еще измеряют одну и ту же 
способность [Waterbury, DeMars, 2021]. Якорными называются 
абсолютно одинаковые задания, включенные в разные тесты 
(замеры). Если образовательный прогресс измеряется на дли-
тельной дистанции и проводится больше двух замеров, то якор-
ные задания в разных парах замеров могут быть разными, т.е. 
между первым и вторым замером будут одни якорные задания, 
а между вторым и третьим — другие; причем между первым и 
третьим замером может не быть якорных заданий. Дело в том, 
что содержание образования меняется, поэтому темы из перво-
го замера могут не пересекаться с третьим замером, в то вре-
мя как между соседними замерами всегда должна находиться 
область пересечения. Таким образом, постепенное изменение 
содержания тестов позволяет одновременно сохранить непре-
рывность шкалы способности и обеспечить гибкость ее интер-
претации.

Когда претест и посттест являются абсолютно одинаковы-
ми [Dimitrov, Rumrill, 2003], все задания могут рассматриваться 
как якорные, что гарантирует полную сопоставимость тестовых 
баллов даже без применения психометрического моделиро-
вания. Однако если образовательный прогресс измеряется на 
длительной дистанции, при предъявлении ученикам одного и 
того же множества заданий, например, в начале 1-го и в конце 
4-го класса возникнут потолочные эффекты и достоверное из-
мерение образовательного прогресса будет подавлено стати-
стическими артефактами. Таким образом, одинаковые претест 
и посттест можно применять только для оценки образователь-
ного прогресса на краткосрочной дистанции, например в тече-
ние учебной четверти, и только с помощью двух замеров под-
ряд, потому что при большем количестве замеров становится 
невозможно игнорировать эффект знакомства респондентов 
с заданиями. На практике такое измерение образовательного 
прогресса встречается при проведении краткосрочных экспе-
риментальных интервенций, когда требуется сравнить образо-
вательные достижения учащихся, чтобы оценить эффекты но-
вых образовательных практик и политик.

Когда якорных заданий в следующих один за другим заме-
рах нет, происходит «разрыв» шкалы. Если претест и посттест 
состоят из непересекающихся множеств заданий, то с точки 
зрения психометрики такая ситуация аналогична использова-
нию в претесте и посттесте тестов по разным предметам. Даже 
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если претест и посттест разработаны в одной и той же теорети-
ческой рамке и спецификации, результаты повторного тестиро-
вания совершенно не поддаются интерпретации, так как одни 
и те же баллы, полученные в двух тестах, не говорят об одина-
ковой способности ученика. Только наличие якорных заданий 
обеспечивает сопоставимость оценок способности, получен-
ных в разных замерах. В следующем разделе статьи будет рас-
смотрен еще один аргумент в пользу наличия якорных зада-
ний — математический.

Для измерения образовательного прогресса недостаточно 
просто включить якорные задания в соседние замеры. Чтобы 
сравнивать тестовые баллы из соседних замеров, необходи-
мо обеспечить единство интерпретации этих тестовых баллов, 
т.е. добиться, чтобы один и тот же тестовый балл соответство-
вал одной и той же истинной способности респондента [Loyd, 
Hoover, 1980]. Единства в оценивании результатов двух разных 
замеров невозможно достичь без применения психометри-
ческого моделирования в IRT, так как в классической теории 
тестирования наблюдаемый балл респондента может интер-
претироваться только внутри одного теста относительно кон-
кретного набора заданий. Рассмотрим случай, когда из 30 зада-
ний в претесте и 30 заданий в посттесте 10 являются якорными, 
а 20 заданий — уникальными для каждого замера. Если респон-
дент набрал условные 15 баллов в претесте и 10 в посттесте, это 
совсем не обязательно означает отрицательный образователь-
ный прогресс. Возможно, дело в том, что уникальные задания 
в посттесте были труднее, чем в претесте, — именно так обыч-
но и конструируют задания при разработке инструментов для 
измерения образовательного прогресса. В классическом подхо-
де сравнение тестовых баллов, полученных на хоть сколько-ни-
будь отличающихся друг от друга множествах заданий, невоз-
можно. То есть одно и то же количество первичных баллов в 
претесте и посттесте не соответствует одному и тому же уровню 
способности. Таким образом, единства интерпретации шкалы 
невозможно достичь без психометрического моделирования. 

Одна из самых сложных проблем в измерении образователь-
ного прогресса — его концептуализация. Достаточно понятна 
процедура измерения прогресса, например, в физкультуре: вы-
сота прыжка или количество попаданий баскетбольным мячом 
в корзину представляют собой элементарные наблюдаемые ме-
трики, интерпретация которых совершенно одинакова как для 
учеников начальной школы, так и для взрослых людей. Одна-
ко концептуализировать когнитивный прогресс чрезвычай-
но трудно, потому что это латентный процесс. Его обычно не 

2. Применение 
современной 

теории  
тестирования  

для измерения 
образователь-

ного прогресса
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удается наблюдать в поведении учеников, а если и удается, то 
его количественное измерение составляет большую проблему. 
В частности, для преодоления этих трудностей и разрабатывал-
ся математический аппарат IRT [Sontag, 1984].

Ключевой постулат IRT — математическое разделение па-
раметров респондента и задания. Пример — формула дихото-
мической модели Раша:

P Upi
p i

p i

( )
exp( )

exp( )
,� �

�

� �
1

1

� �

� �

где Upi — ответ респондента p ϵ (1, 2, ..., P) на задание i ϵ (1, 2, ..., I); 
P(Upi = 1) — вероятность того, что этот ответ будет равен едини-
це (вероятность правильного ответа); θp — оценка латентной 
способности респондента p на логит-шкале (шкале логарифми-
ческих шансов); δi — оценка латентной трудности задания i на 
логит-шкале. Эту модель можно представить с помощью путе-
вой диаграммы (рис. 1).

Рис. 1. Путевая диаграмма модели Раша

Примечание: Ability — способность, Item — задание, кругом обозначена оцениваемая 
способность респондентов  (латентная переменная),  квадратами — ответы на  задания  те-
ста (наблюдаемые переменные), треугольниками — параметры заданий (трудности). Стрел-
ками с одним направлением обозначены регрессионные зависимости («эффект применя-
ется к…»).

В моделях IRT способности респондентов и трудности заданий 
располагаются и сравниваются на одной метрической шка-
ле. Параметры заданий и параметры респондентов оценива-
ются отдельно во всех моделях IRT, но только в моделях Раша 
они сравниваются напрямую без дополнительных модифика-
ций, что позволяет достичь полного разделения этих параме-
тров. Модель из уравнения (1) допускает, что вероятность от-
вета рес пондента на задание зависит от того, как соотносятся 

(1)
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уровень способности респондента и уровень трудности зда-
ния. Если уровень трудности задания выше, чем уровень спо-
собности респондента, вероятность правильного ответа будет 
меньше 50%. Если уровень способности респондента превыша-
ет трудность задания, вероятность правильного ответа боль-
ше 50%. Такой способ формулирования процесса ответа на ма-
тематическом языке обладает интересными математическими 
свойствами [Andersen, 1977], лежащими в основе современных 
подходов к измерениям в социальных науках. Однако для це-
лей измерения образовательного прогресса мы заинтересова-
ны только в одном из них: в разделении вариативности отве-
тов «внутри» респондента и между респондентами. Параметр 
θp описывает различия между респондентами, ранжируя их от 
самых слабых до самых сильных, а параметр δi отражает разли-
чия «внут ри» респондентов, ранжируя задания от самых про-
стых до самых трудных. Различия заданий по параметру δi по-
казывают, насколько для любого респондента одно задание 
труднее другого, — отсюда и интерпретация этого параметра 
именно «внутри» респондента. Если одно задание труднее дру-
гого, оно будет труднее для всех респондентов, т.е. вариация 
«внутри» респондентов одинаковая (δi применяется ко всем ре-
спондентам), а все различия между ними вынесены в другой 
параметр модели — θp. И тогда вероятность наблюдать пра-
вильный ответ в разных заданиях служит прокси для измере-
ния параметра интереса — θp.

Одну из первых моделей для измерения лонгитюдных из-
менений предложил Э. Андерсен [Andersen, 1985]. Математи-
чески она представляет собой многомерное расширение мо-
дели Раша на случай с якорными заданиями между замерами:
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где Upit — ответ респондента p на задание i в момент замера  
t ϵ (1, 2, ..., T); θpt — оценка латентной способности респонден-
та p в момент замера t на логит-шкале; δi — оценка латентной 
трудности задания i на логит-шкале.

Путевая диаграмма этой модели представлена на рис. 2.
В отличие от модели Раша, модель Андерсена является мно-

гомерной: она содержит столько размерностей, по которым 
различаются респонденты, сколько было проведено замеров. 
По каждой из размерностей одни и те же респонденты ран-
жированы по-разному. При этом от простых многомерных мо-
делей модель Андерсена отличается фиксацией параметров 
повторяющихся заданий, нагружающих разные размерности 
респондентов (предъявленных в разные замеры), к одним и 
тем же значениям. Таким образом, якорные задания имеют 

(2),
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один и тот же уровень трудности во всех замерах — и это ус-
ловие составляет основу для концептуализации образователь-
ного прогресса. В современной теории тестирования образо-
вательный прогресс понимается как изменение вероятности 
решения якорных заданий от одного замера к другому. Тот факт, 
что параметры заданий отделены от параметров респонден-
тов в уравнении модели, позволяет использовать θp в простой 
модели Раша как условную агрегацию вероятности решения 
заданий на уровень респондента. Изменения этой вероятно-
сти, переведенные на логит-шкалу, показывают, как меняет-
ся способность респондента. Использование якорных заданий 
для этой модели — критически необходимое условие сопоста-
вимости шкал соседних замеров: трудность якорных заданий 
оценивается относительно распределения выборки в первом 
замере (и не меняется), а во втором (и/или в последующих за-
мерах) уже относительно этих заданий оценивается положе-
ние выборки на той же шкале, что и в первом замере. Таким 
способом обеспечивается соответствие одного и того же зна-
чения параметров θpt для всех замеров одному и тому же уров-
ню способности, что позволяет доказательно говорить об об-
разовательном прогрессе.

Параллельно с отслеживанием образовательного прогрес-
са эта модель позволяет анализировать психометрические ха-
рактеристики как отдельных замеров, так и всего множества за-
даний, чтобы убедиться, что измерительный инструментарий 
соответствует необходимым стандартам качества, а также дает 
возможность делать индивидуальные и/или групповые выво-
ды о респондентах.

Рис. 2. Путевая диаграмма модели Андерсена

Примечание (в дополнение к примечаниям к рис. 1): Двусторонней стрелкой обозначена кор-
реляция, закрашенными областями обозначены разные замеры.
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Один из наиболее популярных способов измерения прогрес-
са — вертикальное выравнивание [Sontag, 1984; Саляхутдинова, 
Федерякин, 2022]. В отличие от модели Андерсена, вертикаль-
ное выравнивание допускает, что, несмотря на повторяющиеся 
замеры, множество заданий, используемых для измерения про-
гресса, является одномерным. То есть здесь отдельные замеры 
не рассматриваются как отдельные размерности. Такой подход 
существенно упрощает психометрическое моделирование, ис-
пользуемое для вертикального выравнивания, но предъявля-
ет гораздо более высокие требования к качеству измеритель-
ного инструментария: он должен быть нечувствителен к тому, 
что ответы одного и того же респондента на якорные задания 
скоррелированы в разные моменты времени, т.е. высока веро-
ятность того, что в каждый следующий замер респондент отве-
тит на якорный вопрос так же, как ответил, столкнувшись с этим 
вопросом первый раз (или похожим образом). Модель Андер-
сена учитывает эту вероятность, позволяя оценкам способно-
сти из разных замеров коррелировать. При этом вертикальное 
выравнивание, как метод пост-хок размещения оценок респон-
дентов на одной шкале, может не предполагать установления 
пороговых баллов. Соответственно этот метод может не предус-
матривать обогащения интерпретации баллов содержанием 
образовательного прогресса.

В IRT есть модели для измерения прогресса, в основе кото-
рых лежит внутренняя многомерность заданий, в этом случае в 
заданиях из последующих замеров проявляются также уровни 
способности из всех предыдущих замеров: например, модель 
С. Эмбретсон для роста и измерения (model for measuring growth 
and change) [Embretson, 1991]) или экспланаторная полиноми-
альная модель латентного роста (explanatory polynomial model 
of latent growth) [Wilson, Zheng, McGuire, 2012]). Они позволяют 
моделировать специфические изменения в латентной способ-
ности, в то время как модель Андерсена отражает просто поло-
жение респондента на единой шкале. Соответственно в моде-
ли Андерсена, чтобы вычислить именно прогресс, необходимо 
произвести дополнительные операции: вычесть из оценки спо-
собности респондента в последующий замер оценку способно-
сти в предыдущий. Однако внутренняя многомерность заданий 
делает модели IRT численно менее стабильными, что затрудня-
ет их практическое применение в случаях, когда после каждого 
замера респондентам нужно давать обратную связь и сообщать 
оценки их способности. В частности, в моделях с внутренней 
многомерностью заданий добавление последующих замеров 
приводит к некоторому пересчету оценок способности во все 
предыдущие замеры. Эти изменения относительно неболь-
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шие и находятся в пределах ошибки измерения (статистиче-
ски незначимы), однако респондентам бывает трудно объяс-
нить, почему их балл изменился после нового замера. Модель 
Андерсена же, как модель с многомерностью между задания-
ми, характеризуется большей численной стабильностью, что 
определило ее использование в данной работе.

Безусловно, существуют способы измерения образователь-
ного прогресса, не относящиеся к IRT [Саляхутдинова, Федеря-
кин, 2022], но здесь мы ограничиваемся рассмотрением только 
этой парадигмы. Все описанные подходы предполагают ис-
пользование коллатеральной информации о респондентах. 
Под коллатеральной понимается информация, которая теоре-
тически не обоснована, но которую удобно собирать в компью-
терном формате и применять для повышения точности оцени-
вания при психометрической обработке данных с сохранением 
оригинальной интерпретации параметров модели [Федерякин, 
Угланова, Скрябин, 2021]. 

Одно из допущений моделей, созданных на основе модели 
Раша, состоит в том, что у каждого задания есть свой пара-
метр — δi (см. уравнения 1–2). Поэтому весь анализ и интерпре-
тация результатов тестирования проводятся на уровне зада-
ний. Однако иногда исследователей интересует интерпретация 
результатов тестирования относительно не заданий, а стоящих 
за ними когнитивных операций. Когда теоретическая рамка те-
ста содержит описание когнитивных операций, которые про-
воцируются заданиями, связь заданий с этими когнитивными 
операциями может быть отражена в когнитивной карте теста, 
которую называют Q-матрицей. Q-матрица представляет со-
бой таблицу с заданиями теста в строках и когнитивными опе-
рациями в столбцах, а ячейки показывают, как соотносятся ги-
потетические когнитивные операции с заданиями: 0 — если 
когнитивная операция не задействована в задании, 1 — если 
задействована. Наивный пример когнитивной карты теста по 
арифметике из трех заданий приведен в табл. 1. 

Таблица 1. Пример когнитивной карты теста

Задание Когнитивные операции

Сложение Умножение Порядок действий

2 + 3 × 2 1 1 1

4 × 2 + 1 1 1 0

 2 + 3 + 5 1 0 0
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 Специально для такого случая разработана (как частный 
случай модели Раша) одна из самых влиятельных моделей 
IRT — Linear Logistic Test Model (LLTM) [Fischer, 1973; 1995]:
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где Upi — ответ респондента p на задание i; θp — оценка латент-
ной способности респондента p на логит-шкале; βk — трудность 
когнитивной операции k ϵ (1, 2, ..., K) на логит-шкале; qik — эле-
мент Q-матрицы из строки i и столбца k, обозначающий, не-
обходима ли когнитивная операция k для решения задания i.

Путевая диаграмма модели LLTM показана на рис. 3.

Рис. 3. Пример путевой диаграммы LLTM

Таким образом, LLTM моделирует не индивидуальные трудно-
сти заданий, а трудности когнитивных операций, стоящих за 
этими заданиями. В LLTM часто добавляют не только когнитив-
ные операции, но и другие атрибуты заданий, например фор-
мат или способ презентации информации в задании [Rolfes, 
Roth, Schnotz, 2018]. Но в данной работе мы концентрируемся 
только на изучении эффектов когнитивных операций.

В LLTM трудности заданий (δi из уравнения 1) допускаются 
равными сумме трудностей задействованных в задании когни-
тивных операций:
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Ключевое отличие LLTM от модели Раша состоит в том, что 
в LLTM параметры, оцениваемые со стороны заданий, не уни-
кальны, а «делятся» заданиями на основе общности когнитив-
ных операций между ними. При этом, чтобы LLTM могла быть 

(3)

(4)
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оценена, когнитивных операций не должно быть больше, чем 
заданий. В отличие от обычной модели Раша, LLTM позволяет 
делать вывод о респондентах в терминах когнитивных опера-
ций, сравнивая оценки способности с уровнем трудности этих 
операций. По аналогии с оригинальной интерпретацией моде-
ли Раша, если уровень трудности когнитивной операции выше, 
чем уровень способности респондента, вероятность ее освое-
ния этим респондентом меньше 50%, если уровень способно-
сти респондента превышает уровень трудности когнитивной 
операции, вероятность ее освоения больше 50%. Такой под-
ход позволяет существенно обогатить интерпретацию тестовых 
баллов: вместо балла на логит-шкале, трансформированного на 
какую-то другую шкалу, результатом тестирования становится 
информация о том, что респондент уже умеет или чего еще не 
умеет [Lee, 2016]. Таким образом, применение LLTM служит ос-
новой для доказательного установления диагностических по-
роговых баллов на шкале способности: оцененный уровень 
трудности когнитивных операций становится диагностическим 
порогом, который можно напрямую сравнить со способностя-
ми респондентов.

LLTM допускает прогрессию (иерархию) в освоении когни-
тивных операций: более простая когнитивная операция будет 
более простой для всех респондентов, и нет никакой возможно-
сти двинуться дальше — к освоению следующей, более трудной 
когнитивной операции, пока предыдущая не освоена. Модели 
когнитивной диагностики, в том числе лонгитюдные [Deonovic 
et al., 2019], и анализ латентных переходов [Nsowaa, 2018] по-
зволяют «расслабить» это допущение (или проверить его), од-
нако они относятся к радикально другой статистической пара-
дигме: они не ранжируют респондентов по способности, а сразу 
классифицируют их по нескольким основаниям — по степени 
освоения каждой из когнитивных операций, и их лонгитюдные 
расширения для измерения прогресса сложнее в применении.

Необходимым условием эффективного использования LLTM 
является качественная Q-матрица. Если она составлена непра-
вильно, LLTM не только будет подходить данным хуже Раш-мо-
дели, в этом случае результаты моделирования с большой 
вероятностью будут содержать различные статистические ар-
тефакты [Baker, 1993; Macdonald, 2014]. На практике ситуация, 
когда LLTM подходит данным лучше, чем модель Раша, прак-
тически не встречается, но это не значит, что ее не стоит при-
менять к данным. Теоретическая сила LLTM состоит в ее полез-
ности для объяснения трудности когнитивных операций. При 
этом использование Q-матрицы для расчета LLTM адресует к 
использованию коллатеральной информации о заданиях [Фе-
дерякин, Угланова, Скрябин, 2021].
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Для того чтобы проиллюстрировать измерение прогресса на ос-
нове когнитивных операций, мы подставляем уравнение (4) в 
уравнение (2), объединяя модель Андерсена и LLTM. Таким об-
разом мы получаем модель LLTM — Андерсена (5) и противопо-
ставляем ее в дальнейшей работе модели Раша — Андерсена (2):
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где Upit — ответ респондента p на задание i в замер t; θpt — оценка 
латентной способности респондента p в замер t на логит-шкале; 
βk — трудность когнитивной операции k на логит-шкале; qik — 
элемент Q-матрицы из строки i и столбца k.

Можно сказать, что модель LLTM — Андерсена выравнива-
ет шкалы разных замеров не через трудности якорных зада-
ний, а через трудности якорных когнитивных операций. Кро-
ме выравнивания, модель LLTM — Андерсена обладает всеми 
достоинствами обычной LLTM, позволяя доказательно уста-
навливать диагностические пороговые баллы, но уже на вер-
тикальной шкале сквозь все замеры. В этом отношении пред-
лагаемая нами модель LLTM — Андерсена схожа с вертикально 
интерпретируемыми пороговыми баллами (vertically moderated 
standard setting, VMSS) [Cizek, 2013], однако она более состоя-
тельна с математической точки зрения, поскольку не предпо-
лагает таких сильных теоретических допущений, как VMSS, где 
необходимым условием является равенство пороговых баллов, 
разделяющих респондентов на качественные группы и установ-
ленных внутри каждого теста по отдельности. В модели LLTM — 
Андерсена пороги на вертикальной шкале — это скорее след-
ствие измерения прогресса, чем средство для него.

Таким образом, предлагаемый нами подход сочетает ис-
пользование коллатеральной информации о заданиях (в виде 
Q-матрицы) и коллатеральной информации о респондентах 
(в виде замеров в разные моменты времени) для повышения 
надежности измерения при сохранении способа интерпрета-
ции способности из оригинальной Раш-модели. При этом воз-
можно также привлечение коллатеральной информации о вза-
имодействии респондентов и заданий, например сведений о 
времени решения и/или о попытках решения.

Для иллюстрации применения описанного подхода мы исполь-
зуем линейку тестов, разработанную в Центре психометрики и 
измерений в образовании Института образования НИУ «Выс-
шая школа экономики» для мониторинга индивидуального об-
разовательного прогресса учащихся средней школы. Монито-
ринг предполагает тестирование учащихся в начале и в конце 
учебного года. Первое тестирование проводится в конце сен-

5. Методологи-
ческие основы 

измерения  
образователь-

ного прогресса 
на основе  

когнитивных 
операций

6. Пример 
измерения 

образователь-
ного прогресса 

на основе ког-
нитивных 
операций

6.1. Инструмент

(5)
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тября — начале октября, когда учащиеся уже адаптировались 
к школе после летних каникул, но еще не начали активно изу-
чать новый материал. Второе тестирование проводится в конце 
апреля — начале мая, когда основная учебная программа уже 
пройдена. В начале каждого учебного года используется тот же 
тест, что и в конце предыдущего учебного года.

В данном исследовании мы использовали данные, полу-
ченные в четырех волнах мониторинга по математике одной 
когорты учеников — от начала 8-го класса до конца 9-го клас-
са. Так как тесты, предъявлявшиеся в конце 8-го класса и в на-
чале 9-го класса, совпадают, базу данных составляют результа-
ты выполнения школьниками трех уникальных тестов. Каждый 
тест состоял из 25 заданий с выбором одного варианта ответа 
из нескольких предложенных или коротким самостоятельно 
формулируемым ответом. Каждые два соседних теста содержа-
ли 4 якорных задания, а первый и третий тесты имели 2 якор-
ных задания. 

В заданиях представлены 12 разных когнитивных операций, 
причем в первом тесте их было 8, во втором — 11, а третий тест 
включает все 12. Примеры когнитивных операций, использо-
ванных в этой линейке тестов: навыки выполнения вычисле-
ния с рациональными числами, навык работы с координатной 
плоскостью. Весь набор когнитивных операций и их распреде-
ление между замерами представлены в табл. 2. Набор когни-
тивных операций для каждого задания определялся разработ-
чиками теста и впоследствии был скорректирован экспертом в 
предметной области.

Таблица 2. Распределение когнитивных операций между замерами

Когнитивная операция Замер 1 Замеры 2 и 3 Замер 4

Навыки выполнения вычислений с целыми числами 21 21 19

Навыки выполнения вычислений с рациональными числами 8 6 8

Навыки построения и применения математических моделей 7 6 8

Вспоминание фактов/формул и их последующее применение 11 18 19

Навык преобразования алгебраических выражений 10 7 6

Навыки решения уравнений 5 3 5

Навыки представления и считывания информации из текстового описания 2 5 3

Навыки выстраивания цепочки решения в несколько шагов 8 4 3

Навыки выполнения вычислений с вещественными числами 0 4 1

Навыки работы с координатной плоскостью 0 3 5

Навыки решения систем уравнений 0 2 1

Навыки решения неравенств и систем неравенств 0 0 4
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Выборка состоит из 472 учеников, которые принимали участие 
хотя бы в одном из четырех тестирований в ходе мониторинга. 
Из них 267 учеников принимали участие во всех четырех заме-
рах, 121 — в трех (пропустили один замер), 53 — в двух (пропу-
стили два замера) и 31 — только в одном. По замерам распре-
деление равномерное: 394 ученика протестированы в начале 
8-го класса, 383 — в конце 8-го класса, 388 — в начале 9-го клас-
са и 395 — в конце 9-го класса; т.е. ни на одном из этапов с вы-
боркой не происходило существенных изменений. С географи-
ческой точки зрения выборка гомогенна, так как все ученики 
обу чаются в школах одного и того же района одного из регио-
нов России. Тестирования проводились в 2020–2022 гг.

Ученики проходили тестирование на персональных ком-
пьютерах, предоставленных образовательными учреждения-
ми, на которых им требовалось авторизоваться, чтобы полу-
чить доступ к системе тестирования и тестовым материалам. 
Соблюдение процедуры тестирования, включая контроль спи-
сывания, а также безопасность тестовых материалов обеспечи-
вали местные наблюдатели.

Для обработки результатов тестирования использовалась 
библиотека TAM v.3.7-16 для языка программирования R v.4.1.0.

На общих данных по всем четырем замерам построены две мо-
дели: модель Раша — Андерсена, которая с учетом якорных за-
даний содержит 67 индивидуальных параметров трудности за-
даний, и модель LLTM — Андерсена, в которой 12 параметров 
трудности когнитивных операций. Для проверки согласия мо-
делей с данными мы используем статистики глобального согла-
сия: информационный критерий Акаике (Akaike Information Cri-
terion, AIC) [Akaike, 1974] и информационный критерий Шварца 
(Bayesian Information Criterion, BIC) [Gideon, 1978]. Эти индексы 
описывают общее согласие моделей с данными, вводя пеналь-
ти за дополнительные параметры (AIC) с учетом размера выбор-
ки (BIC). Судя по статистикам согласия, модель Раша — Андерсе-
на подходит нашим данным лучше модели LLTM — Андерсена 
(табл. 3) — возможно, за счет того, что она точнее описывает 
трудности заданий из-за большего количества оцениваемых 
параметров. EAP-надежность для всех замеров [Adams, 2005] 
незначительно выше в модели Раша — Андерсена.

В обеих моделях средняя способность в первом замере 
была зафиксирована равной нулю, а в остальных замерах она 
является оцениваемым параметром, и при этом отслеживает-
ся ее изменение по сравнению с первым замером. Во втором 
замере наблюдается увеличение средней способности, в треть-
ем — ее спад. Такая динамика представляет собой относитель-

6.2. Выборка  
и сбор данных

6.3. Результаты
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но хорошо изученный эффект летних каникул: уровень подго-
товленности учеников школ «проседает» после длительного 
перерыва в занятиях [Cooper et al., 1996]. Однако в четвертом 
замере в модели Раша — Андерсена спад средней способно-
сти продолжается, а в модели LLTM — Андерсена происходит 
ее рост. Дело в том, что, несмотря на схожесть, эти модели оце-
нивают способность по-разному: относительно заданий и отно-
сительно когнитивных операций. В последнем замере средняя 
трудность заданий в модели LLTM — Андерсена, полученная 
как сумма трудностей задействованных в заданиях когнитив-
ных операций, на 0,27 логита выше, чем средняя трудность за-
даний в модели Раша — Андерсена. Таким образом, трудность 
заданий последнего замера в модели Раша — Андерсена может 
быть занижена, так как в данном замере в мониторинг введены 
новые содержательные области предмета, а задания по этим 
областям были простыми относительно якорных заданий. Мо-
дель LLTM — Андерсена учитывает, что в этих заданиях задей-
ствуются более сложные когнитивные операции, уровень труд-
ности которых моделируется на основе заданий всех четырех 
замеров. Такое расхождение в динамике средней способности, 
оцененной в разных моделях, означает, что выводы, сделанные 
на основе одной из них, возможно, невалидны. Мы считаем, 
что результаты, полученные в рамках модели LLTM — Андер-

Таблица 3. Сравнение моделей Раша — Андерсена и LLTM — Андерсена

 Статистика Раш — Андерсен LLTM — Андерсен

Глобальное согласие
 

AIC 41 828 45 748

BIC 42 160 45 851

Надежность Замер 1
Замер 2
Замер 3
Замер 4

0,787
0,779
0,767
0,688

0,767
0,772
0,760
0,673

Средняя способность 
учеников

Замер 1
Замер 2
Замер 3
Замер 4

0
0,060
–0,221
–0,272

0
0,218
–0,031
0,074

Средняя способность 
267 учеников*

Замер 1
Замер 2
Замер 3
Замер 4

0,054 
–0,026
–0,308
–0,431

0,076
0,305
0,060
0,104

Средняя трудность 
заданий

Замер 1
Замер 2
Замер 3
Замер 4

0,88
0,62
0,62
0,53

0,74
0,74
0,74
0,80

*�Ученики,�участвовавшие�во�всех�четырех�замерах.
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сена, более точно отражают реальность. При этом обе модели 
оценивают способность на одном и том же материале, и кор-
реляции показателей способностей учеников из одного и того 
же замера, полученных в разных моделях, выше 0,99. Однако 
оценки способностей учеников для второго, третьего и четвер-
того замеров в модели Раша — Андерсена ниже, чем оценки в 
модели LLTM — Андерсена. Причем от замера к замеру эта раз-
ница растет (рис. 4).

Рис. 4. Связь оценок способностей в двух моделях для всех замеров

Примечание: Диагональная линия показывает численное соотношение способностей 1:1.

Корреляция трудностей заданий из разных моделей равна 0,56. 
В модели LLTM — Андерсена трудность заданий определена ис-
ходя из суммы трудностей задействованных когнитивных опе-
раций, в то время как модель Раша — Андерсона оценивает 
параметр трудности каждого задания напрямую. В принципе 
разницу между трудностями заданий из двух моделей можно 
объяснить Q-матрицей, которая не включает всех факторов, 
формирующих трудность заданий, кроме задействованных ког-
нитивных операций. Такими факторами могут быть, например, 
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формат заданий или ориентация — теоретическая или прак-
тическая. Таким образом, оценка трудности заданий в модели 
LLTM — Андерсена лишена вклада данных факторов, не относя-
щихся к предметной сложности заданий, а полученные в этой 
модели оценки способностей и прогресса будут характеризо-
вать когнитивные операции.

В результате для модели LLTM — Андерсена мы получили 
оценки уровня трудности когнитивных операций (табл. 4). Со-
относя способность ученика с уровнем трудности когнитивных 
операций, мы можем сделать вывод о том, какие операции уче-
ник освоил. Например, ученик со способностью 0,5 логита, ве-
роятно, уже освоил навыки выполнения вычислений с целыми 
числами, но еще не освоил навыки выполнения вычислений с 
рациональными числами.

Таблица 4. Трудности когнитивных операций из модели LLTM —  
Андерсена

Когнитивная операция Трудность

Навыки выполнения вычислений с целыми числами 0,026

Навыки выполнения вычислений с рациональными числами 0,647

Навыки построения и применения математических моделей 0,169

Вспоминание фактов/формул и их последующее применение 0,401

Навык преобразования алгебраических выражений 0,143

Навыки решения уравнений 0,426

Навыки представления и считывания информации из текстового описания –0,503

Навыки выстраивания цепочки решения в несколько шагов 0,575

Навыки выполнения вычислений с вещественными числами 0,021

Навыки работы с координатной плоскостью 0,501

Навыки решения систем уравнений 1,095

Навыки решения неравенств и систем неравенств –0,360

Полученная иерархия трудностей когнитивных операций по 
большей части соответствует изначальным предположени-
ям. Трудность около нуля (0,026) имеют задания, в которых не-
обходимо выполнить вычисления с целыми числами, а если 
требуются вычисления с рациональными числами, трудность 
задания повышается на 0,647. Минимальную трудность пред-
ставляет операция «навыки представления и считывания ин-
формации из текстового описания», т.е. ученики в первую оче-
редь осваивают данную когнитивную операцию, и наличие в 
составе задания операции считывания информации из тексто-
вого описания снижает трудность задания на 0,503. Если же 
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задание предполагает выстраивание цепочки решения в не-
сколько шагов, его трудность возрастает на 0,575. Ожидания не 
подтвердились в отношении двух операций, а именно «навы-
ков выполнения вычислений с вещественными числами» и «на-
выков решения неравенств и систем неравенств». Оценки их 
трудности оказались ниже, чем можно было ожидать. Возмож-
но, причина состоит в малом количестве заданий, включающих 
данные операции (табл. 2). Соответствующая содержательная 
область только появилась в учебной программе и представле-
на в мониторинге только базовыми заданиями. Простота этих 
заданий в рамках своей содержательной области и определила 
низкие показатели трудности данных когнитивных операций.

Модель LLTM — Андерсена позволяет отслеживать прогресс 
каждого ученика. На рис. 5 приведены траектории изменения 
способности 20 случайно выбранных учеников, которые уча-
ствовали во всех замерах.

Рис. 5. Траектории образовательного прогресса учеников

Мы рассмотрели способ измерения образовательного прогрес-
са с помощью когнитивных операций, освоение которых прове-
ряется в тесте. Для этой цели применены специальные психо-
метрические методы IRT, а именно модель LLTM, совмещенная 
с моделью Андерсена для моделирования повторяющихся за-
меров. В отличие от классической модели Раша — Андерсе-
на, ориентированной на оценку трудности заданий, модель 
LLTM — Андерсена направлена на анализ трудностей когни-
тивных операций как составляющих этих заданий. При этом в 
модели LLTM — Андерсена наличие якорных заданий в после-
довательных замерах не является обязательным, в отличие от 
модели Раша — Андерсена. В этом отношении модель LLTM — 
Андерсена аналогична техникам лонгитюдного моделирова-
ния в моделях когнитивной диагностики [Yu, Zhan, Chen, 2023]. 

7. Обсуждение  
и выводы



Сергей Тарасов, Ирина Зуева, Денис Федерякин 
Измерение образовательного прогресса на основе когнитивных операций

http://vo.hse.ru 191

Если Q-матрица составлена идеально и трудности когнитивных 
операций, задействованных в заданиях, абсолютно стабильны 
друг относительно друга и полностью описывают разброс труд-
ностей заданий, то можно использовать непересекающиеся на-
боры заданий в разных замерах, поскольку в модели LLTM — 
Андерсена нет индивидуальных трудностей заданий. Однако в 
реальности составление Q-матрицы всегда вносит существен-
ные ограничения в оцениваемые параметры. Соответственно, 
использование непересекающихся наборов заданий потребу-
ет очень сильных допущений, которые могут не выдерживать-
ся в данных.

Использование логики LLTM в моделировании образова-
тельного прогресса означает необходимость учета всех огра-
ничений LLTM. В частности, появляется допущение, что разброс 
трудностей заданий достаточно хорошо описывается разбро-
сом трудностей когнитивных операций. В реальности тако-
го практически не бывает, из-за чего LLTM никогда не подхо-
дит данным лучше Раш-модели и преимущества LLTM перед 
Раш-моделью являются интерпретационными, а не статисти-
ческими. Качество результатов в LLTM очень сильно зависит 
от качества использованной Q-матрицы, что дополнительно 
актуализирует исследования по валидизации или автоматиче-
скому составлению Q-матрицы [Sun et al., 2014]. При этом, од-
нако, важно сохранить интерпретируемость LLTM как ее основ-
ное достоинство.

Модели LLTM — Андерсена пригодны для анализа лон-
гитюдной измерительной инвариантности [Vandenberg, Lance, 
2000], который не был проведен в данной работе, что являет-
ся одним из ее ограничений. Анализ измерительной инвари-
антности — необходимый этап любого лонгитюдного модели-
рования, предназначенный для подтверждения валидности 
выводов. Он призван доказать, что психометрические харак-
теристики заданий не меняются со временем. Поскольку в мо-
дели LLTM — Андерсена нет индивидуальных характеристик за-
даний, классические анализы измерительной инвариантности 
(Differential Item Functioning (DIF) анализы) в ней невозможны. 
Оценить измерительную инвариантность когнитивных опера-
ций можно с помощью анализа относительной стабильности 
их трудностей [Bechger, Maris, 2015]. Для таких анализов необ-
ходимо откалибровать LLTM отдельно в каждом замере (без 
установления общей шкалы), найти разницу между трудностью 
каждой когнитивной операции и каждой другой, а затем срав-
нить эти разницы между разными замерами. Если смещения 
этих разниц несущественны, можно заключить, что трудности 
когнитивных операций стабильны и все изменения в способ-
ности респондентов будут отражены только в изменении оцен-
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ки этой способности от одного замера к другому. В силу того, 
что целью данной статьи было лишь проиллюстрировать и 
обосновать первое применение такого подхода к измерению 
образовательного прогресса, мы не проводили полный пере-
чень анализов, необходимых для обеспечения валидности ре-
зультатов. В этом состоит одно из главных ограничений данно-
го исследования.

Стабильными от замера к замеру в модели LLTM — Андерсе-
на должны оставаться не только параметры заданий (когнитив-
ных операций), но и сама когнитивная карта якорных заданий. 
Одно и то же задание не может менять состав своих когнитив-
ных операций от одного замера к другому. Например, если за-
дание в первом замере относилось к навыкам выполнения вы-
числений с целыми числами и навыкам выстраивания цепочки 
решения в несколько шагов, то и во всех последующих замерах 
оно должно быть классифицировано точно так же. В таком слу-
чае в качестве когнитивных операций не может использовать-
ся какой-либо уровень сложности заданий (базовый или повы-
шенный), так как он может меняться в зависимости от класса: 
задание, которое представляло повышенную сложность в нача-
ле 8-го класса, стало заданием базовой сложности в конце 9-го 
класса. Соответственно, для составления Q-матрицы необходи-
мо использовать только «стабильные» когнитивные операции, 
интерпретация и проявление которых не меняются. В против-
ном случае они не могут служить порогами на вертикальной 
шкале интерпретационно и элементами Q-матрицы математи-
чески.

Одним из главных ограничений предложенного подхода яв-
ляется использование для вынесения суждений о респондентах 
порогов, которыми в модели LLTM — Андерсена можно считать 
оцененные трудности когнитивных операций. На том основа-
нии, что респондент преодолевает порог, т.е. его способность 
оказывается выше трудности определенной когнитивной опе-
рации, делается вывод об освоении этим респондентом дан-
ной когнитивной операции. При принятии решений с высоки-
ми ставками в большинстве тестирований пороговые баллы 
используются с обязательным соблюдением специальных про-
цедур их установления, а именно с участием в этих процеду-
рах представителей всех групп пользователей результатов те-
стирования: учеников, родителей, учителей, образовательных 
администраторов и т.д. [Cizek, Bunch, 2007]. Такие процедуры 
необходимы для минимизации потенциально нежелательных 
социальных последствий использования, в том числе и некор-
ректного, этих пороговых баллов [Messick, 1998; Hubley, Zumbo, 
2011]. Однако рассматриваемые в данной работе пороги явля-
ются побочным продуктом предложенной нами методологии, 
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это пороги исключительно диагностические и предназначены 
для принятия решений в тестировании с низкими ставками. Та-
кие пороги можно называть критериально-ориентированными 
диагностическими порогами, потому что они выведены из пси-
хометрических параметров заданий, а не на основе распреде-
ления групп респондентов, как нормативно ориентированные 
пороги. Использование данных порогов для принятия решений 
с высокими ставками влечет за собой риск нежелательных или 
непредвиденных социальных последствий.
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